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Déf Un paré fermi est un som -ensemble de IR
"

qui est leprobit
Cartesian de n intervals ferme's borne's :

P = la , b.) ✗ lazbz ) × .
.

.

✗ fan bn ] Ai < bi ki = i. .
- a

Pare' overt D= Ja
,
b. [ × .

. .
✗ Jan but

PeExt
. Pave' dim --1 ⇒ P

,

-

_ [a. b) intervale fmri
borné

'

a 6

Pavé dim --2 = > Pila
, b.)✗ [azba ] a

Pz
A2
A

,
b
,
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Dét he volume down paréfermé est défnipar
IP / = flora,)(bias) .

.

. Ibn -an )

notation pour
le volume

Ext
. 1171=8 - a ; 1131=16

.

- a. Ken - a) = faire du rectangle
Déf

.

Soit g. une
subdivision de laj.ly ] ; g. < G.

g. = {aj-xiax.ie .
. _

< ✗in;<
8
; }

Alers 5=15, .
.

.

Fn ) estappedée une subdivision de P
.

E-✗ 2 . Pz=fa
,
bifxlaz.bz ] ,r={ {a. ×

, ,✗r,b, } , {az.fi/a.Y3.k ))

62
①(G) est

y,
Qi
,

Qu
,

Qsy Eh général on a

la collection des
y,

Q
, ,

Q
,

Q,} Une dionysos ith
pauésengendrés
poor la subdivision y,

Q2 Q" ①
32 D= UQ

Qi , Q2
, Qrs

,
QEDCR)

B. = UQ;
"
a

,

ix.
. }

× ' ✗2
b
' IP / = [ /QI

j=i . . -4 QEDCG )



Soit f :P → IR bornée sur P Alers on difnit les somnus de Darboux
-22"

paré fermi de f sur P.

Déf Soit 1) (6) une collection desparis ferme's engendrée por la subdivision on
,

Alers : 5- • (f) ¥ [ m (Q ) IQI oi m (Q1 = in f- ( fait)
QEDG) IEQ

5 , (f)
¥ [ MIQIIQI oui MIQI = sup (fait) .

QEDG) IEQ

Alers 5- (f) É sup { 5-off) : rest une subdivision dep] est la Somme de Darboux

infer- ieure pour fait sur P.
5 (f) int { 5s (f) : rest nine subdivision de P} est la Somme de Darboux

Superieure pour f sur P.

✓
Somme de Darboux inferiore 5- r (f) associée

a' la subdivision donnée
.

On a toujours 5- (f) ≤ 5 (f) .



Déf. Soit PCIR
"

un paréfrmé eff :P-> IR une fonchon bornée
.
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Alors f est integrable sur P si et sentiment si

5- (f) = 51ft

Dans ce cas
,

l'integral de f sur P est difnie par

fftidx = §
.

.

.ffH .
.
.

✗a) dxi . . dxn ≤ (f) = 5 (f)
.

P T P
notations

Ex 3
.

Soit PCIR
"

un paréfrmé . f:P -> IR ,
f- (E) = CER constant

A- hors fest bornée sur P
.

Elle est integrable sur P. €
Soit r une subdivision dep.

So (f) = E TNFFFIIQI = C- EIQKC . /PI
QEDH Q QEDH f-6

.

5041=.FI#lQl--C-ClQl--c.tPlQEDCHV-s
Done 5- (f) = C- IPI (f) - fCd×- ⇒ fait Cest integrable

p sur P.



et on a : SC di = C. /P/
.
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p

En particulier, si C- 1 = > fdx- = f) . . fdx . . .

dx
.

= IPI le volume de P.
b

p p
Si P = lab] = fldx = b- a = la longueur de linterrate 198]

.

dim --1
a

Integrate double:

Si P = [a. G) ✗ lark ] = f) 1. dxdy = (b, -a.) Cbs - az ) - l 'aire du rectangle P .

dim --2 faibixfazbz ]

Integrate triple :

Si P= [a. b.) ✗ fails ] ✗ fast} ]
. f-IX. y. 2- I = C

⇒ ⑤ Cdxdydz = Cfb,
-a.) (bi -a) lbs - a}) = C. IPI .

p

' Thm Toute fonchon continue est integrable sur unparéfermé .



-224-Idi : Soit f : P'¥ IR une friction continue
.

paréfrmé

In Alors fist bonnie sur P.
: Pest un sous -ensemble compact⇒

nine fonchon continue attaint son min et ma x surP ⇒ fist bornée sur P.

14 Inlégrabilité Soit E > 0 .
Si f est continue en chaque point de P

⇒ KEEP 78€ : III. - Ill ≤ 8% ⇒ If1×-1 - f-(E) I ≤ Ez .

On consider le recourrement de Ppar les boules ourerles B/E. %-)
⇒ Pc V BE

. %-) ⇒ Par Fhm Heine - Borel -Lebesgue
* c- P

il exist un sous- recourrementfni :
Pc ,¥pB §. ) (nombre fini des boules !)

Si Xi
,
I, EBtxj.fi ) ⇒ If(E) - flxi) / ≤ lfc-xi-fc-xji-lfcxjl-ftx.tl ≤ { + { = E

Soit G une subdivision qui correspond
an recourrement U Btxji;) Qc Blxj , or;)

XJEP

t.at#HAlors(maxf- min f) ≤ E pour tout Q correspondent an recourrementfni .Q Q

⇒ 5
, (f) - ≤ ◦ (f) = [ (maxf-m.nfj.IQ I ≤ { [ IQI = EIPI

.

QC-DHQQ.IE QED(5)

⇒ 5. (f) ≥ 54-1 et Eoff )≤ Self) ⇒ 51ft -≤ (f) ≤5. (f) Idf ) ≤ e. IPI
IF supt



pour tout Choix de E > 0 -225-

⇒ 5 (f) = 5- (f) ⇒ f est integrable sur P. FA

Proprieties de liintégrak .

4) Addihvilé
Soit Pun paréfermé et {Pities une famille P
denom frable des paré ferme's tels que P=U Pi

et Fini. = ∅, i≠j
i c-I

Alors pour
toute fonchon continue f:P-> IR

Pi Pi
on a ffixldx =

,
fftxldx

P Pi

(2) Linéairilé :
soit P un pavéfermé ;

f.g :P
-> IR deux functions continues

.

Alorsf@flxTtpgtiYdi-xffcxtdx-epfgcx-tdi.V-gsElR.pp p



(3) Soit f : P → R bornée
, integrable sur P , et filleque
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pavéfiermé
/ f-(E) I ≤ KER≥◦ the p

⇒ - k ≤ f-(E) ≤ K V-☒ c- P

Alers - KIM ≤ ffkitdx ≤ K.IM
.

p

Déf On défnit le volume de l'ensemble sons la surface z=fcxy) ≥0

pour f:P → Di integrable parCpi fail)

TEH f) flxiildxdy
P

T = le volume du sous- ensemble entire 2- = O

et z=fKid ≥ 0 au dessus dupavéfrmé PCR?

E- 0
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Fhm
.

(Fubini ) soit f :P
"

IR
,

D= tailor] ✗ tailor ]✗ .
. .

Hanlon]
Continue

×
,

✗ z Xn

paréfrmé
Alors f- est integrable sur P et on a :

bh bn - i b
,

ffktldx = ) ( f . . . (fflx, . .
- ✗a) dd×z . . . .ddinp

an ant A
,

'

pourtoutchoixdekordredi-Hkvariabled.in/eg'ration bz nor

fflxoi.xnsdiio-g.cxn.in) ; → Jgi④É%ÉÉ%=gIx} . .in)
,

etainsi
↑ -

a
'

Xr
.

. -
Xu sont dis para

metres az
✗5- Xnparamébes

de suite
.

bn

⇒ fgn.it/n)dxn--dElR .

an

Important: On peat échanger @ordre d- integration sarunparéfrmé
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Cas n=2

.
Soit f :P =/a. b) ✗ fad] → IR continue

to bid
Alon § / ffkipdxdy-ffffcx.my/dx--fflxipdxdy

C
a a C P

Idée :

'Trower une subdivision de Passezfmetelkgue F- UP; et

d b

f / ffHHd×)dy=§ ( fix.nl/dy=ineairik

i:*
: ÷

""

¥:*,*⇐⇐c
a additiité yj . ,

'

✗it

Yj - i ✗ i - i ✗ i yj
✗it ✗ i

= [cijlyj-yj.tk/i-xi-i)-- §;dy)d×≈ [ ) /ftp.ydy/dx=linearitiXi-,Yj-i%
✗ i - i Yj - ib it

= f( fflxiyldydx ☒,
a

c


