
Extrema lies
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ltéthode des multiplications de Lagrange .
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'

Théoréme (cash = 2) Condition néaessaire pour un
extremism sous contain le

.

Soient les functions f.g : E-
' ""
→ IR de clause C ?

Suppoisons que fix,y) admet un exlremum en la, b) c- E- sous la contain le gcx,y) = 0,
et

que 7g kid ≠ 5 pour glx.yt-0.Alor.si l existed c- IR Tel
que

Ifla, b) =dig 6,8) leinultiplicateur de Lagrange
Dém : Supposing que 8871961 -1-0 ( le cas 8%-6.61=10 est similar're)

.

On a gca , b) =D puisque (a. b) satisfaitglxiy ) = 0 .

⇒ Par IFI il exist nine fonchon y=h(× ) declasse C
'

au voisinage
de ✗ = a. tellque

h 'M = - %¥¥i" et
g G. had )

--0
.

Si (xx ) Saksfait la contrade antour de (a. b) , odors on pent remplaco
y = had dans l' expression fcxiyl pour ofknirunefonchond.me sente variable .

f-(x ,y) =
. flx.tn (xD ⇒ Extrema locaux def ⇒ f 't , had = 0 .→

Sons condition guy) --0
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f-
' (x ,h(xD = ¥ (x, had ) + 8¥ (×, had) . tix)

⇒ Si (a. b) est un point diexlremum sous la con train /e
,

odors

¥19b ) = - ¥6,61 . that ; on a aiessi h Ea, 8¥
8¥ (a. b)

⇒ ¥/a. e) = ¥, ca.es .

¥×G"

¥ ¥ ¥yku
. -1-0

(1) Sire ,
= 0 ⇒ V. = 0 ⇒ 7fta. b) = 6,02 ) ; oxgla, b) = 10,u¥⇒ FIER : V2 = due

⇒ pfca.to/--d7gi9b)
(2) Siu ,

-1-0 ⇒ %
,

= %
,

: =HEIR ⇒ this)= dfu.im )⇔ Ifla .b) =day /a. b) ☒,

Remarque . Géomehriguement , gait -- O est une courte de niuean pagan
⇒ ✗guy) 1-

'

a la courte ¥"
'

Sila , lol est un extremism local de fcxi)
sur la courte ⇒ Df (96)(ñ tangent a' la courte )

= 0

⇒ ( x flats ta
la courte ⇒ Ifla. 61=11796. b)⇒ d -1-0 ↓

"Ég(a.6)
Tf ca, b) = 0=>11--0 :

'Phm : Pf (a. b) = Kayla , b) , DEIR . 76.8)



Plus généralement :
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Fhm
.

Soient f. g , . . .gm :
ÉÉIR les fonchons declasse C- , m ≤ n - 1

Soit a- C- E un extremism de f sous les contraries g. (E) = .
. =gm (E) = 0.

Supposing que les rectors tgda ) .

_ . Fgm (E) sont lineament independants .

Alors il exist uh recteaer I = Hi . .
.

Xm ) c- IRM tel que
Ff (E) = [ drixgkla) = dig, (E) +digital -1. .

.

+ dmtgmla) .

K = 1

En particulier, si on churches un extremism def sous la contractile g = 0

on obtient les equations
-

{ If (E) = ight) (si tgcñtto pourgli)
--0)

.

i g (E) = 0

Ex 1
.

Fromer les extrema de la friction fix . ✗ 2-1 = × - 2y+2z
sous la contractile glxiy , 2) = ✗4/-42-2-9=0 (sphere de

rayon 3) .

7g Hiya ) = (2×2×22) ≠ (0,0 , 0) sur la sp
hire de

rayon
3 an centre (0,0

,
0)

.

Parle Fhm des multiplications de Lagrange , si (✗i.HE sphire est un point
d.extremism de ftp.H.alors



alors 3-DEIR telgue fky.z.tl -2/+22 -211-

{ (1) 17-114×2-1=1117914×2-1 < = , { It , -2,2)=d(2×2×22 )( (2) ✗2+4+2-2=9 ✗ + y'+2-2=9

⇒ " ⇒ ÷::-2=2,4 ⇒ 4-+0 ⇒ on peutdiriserpard

⇒

{
* ¥ in

Y=
- ± ⇒ {

✗ = 'zz

y=
- z

⇒ 4/-2-2 -12-2+2-2=9
2- = ± 2-2--9=>2-2--4

f- 1×1×2-1=9
⇒ 2- = -1-2 ⇒ 2=2 ⇒ ✗ =L,y= -2=>(1-2,2) , 11=1-2

2- = -2 ⇒ ✗= -1
, -1=2 , ⇒ (-1,2-2) ,

D= - { yglx.y.tl -0¥¥,H%? "

flt , -2,21--1+4+4=9 ←maxdefsurlasphire
f- (-1,2-2)=-1 -4-4=-9← min defswrlasphére a.⇒←

fAxH=*(Puisquelasphireest compact ⇒
Pff !? -2) Pgfcontrhuealteinfsmminetmaxsurlasp.be're)

.
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.

Trower les extrema de la fonchonfcx.y.at = ✗yz
sous les con trains { gilx.y.tl = ✗+ ytz -5=0

924%7) = ✗ytyz + ✗ 2- -8=0

Fg , (442-1--11,41) tf (✗ix. 7) c- 1123 ; Fgs IX.yiz) = (ytz, ✗ +z, ✗ + y) f- ✗ ii. 2- C- IR?

✗gzlx.tt?--kTgiCx,y.Z) ⇒
(y -12, ✗ + 2- , ✗ +y) ? (k , k , k) ⇒ ✗ = y = 2- ⇒

⇒ { gilx ,4×1=3×-5--0 ⇒ ✗ = 5-3} impossible ! 315-12=253--1-8
.

gzlx, X ,
X) = 3×2-8=0

⇒ Pgi (✗ix. 2-let tgzlx,y,z )
sont linéairement independants

sous les con train tes
.

⇒ le Fhm des multiplication de Lagrange s
'

applique .

et on obtient les equations :
Pf (✗Hit ) = (YZ , ✗ Z , Xy) = d ,

(1,1
,
1) + Az (y + 2- , ✗ + 2- , ✗ + Y) .

{ g , 14×2-1 = ✗ + y -12--5=0 pour ii. da EIR

ga (XYZ )
= Xytyztxz -8=0



(1) YZ = ditizlytz) (1) + (2) ⇒ 2-1×+4=2,4+1121×+4+22 ) -213-

~

(2) ✗ 2- = di -1×21×+2-1 ¥-2T ⇐ (4) ⇒ 5- 2-

?⃝ ✗Y=h+dil×+Y) (1) + (2) 2- (5-7)--24+11>(5+2)

(2) + (3) { ✗ (5-11)--2,1 , -1,115+11⇔ {
2-2+1^2 -5) 2-+5×2+2,4=0

(4) ✗ + y -17=5 ✗2+61 , -5) ✗ +5×2+214=0

(5) Xytyz -1×2=8 (1) + (3) y (5--1)=24+11215-4) y
'
+ (da -5)y -15×2+2,4=0.

⇒
Soit x=y=z , ce que ne sa-tisfai-fpasdesaontra.sn/es
Soit une variable est different des deux autres

, por example ✗=Y. 2- ≠ ×
.

(4) ⇒

{
2×+7=5

(5) ⇒ ✗2+2×2. =g
⇒ {

2- = 5- 2x

✗2+2×(5-2) -8=0 ⇒ -3×2+10×-8=0; 3×2-10×+8=0

⇒ ✗ = 101=[00--96] % = > ×
,
-_ 2 ; ✗2=43 7=1,2-2--73

⇒ ( x ,y,z ) = (2. 2,1 ) ; (1.2.21 ; (2,1-2) 6 points candida -1s
(4-3,4-3,5) ; (5,4-3,4-3) ; (3,7-3,4-3)

.

pournnmncmax ) def
sous les confraehtes

.



f- ( XYZ ) - XYZ
-214-

f- (2,211--1-4,212)=1-171,21--4 - min def sous les contains

f- (4-3,4-3,7-3)=1-(3,4-3,43) __ f- (4-3,7-3,4-3)=1212-7--4+217 -

maxdefsouslesconfrainks.gg.ly/.H--0pulque { 814%-1=0 estrin compact
gray. 2-1=0 dans 1123

y.tn#--g/ {
9""""=° fist continue .

92*2-1=0
⇒ f- alteintsonminetmax sur le compact
fest declasse C' ⇒ fatteinfsonnnnetmax
aux points donne's park Fhm Delagrange .

Exercise :

{ gicx.yitt-ofermigzlx.ci/iZl--Odémonhrerguedesf borne'.
Asher : (xey)

'

-11-21×-5)
>

+ { Fy - 5) 2=17

717 7-17 ⇒ x.yborn.es
⇒ 7=5- x - y borne'

.



- 215-Résumé :
Method de demonstration

.

£ Demonstration direct
. P ⇒ Q P⇒ _⇒ Q

bgigue?fails cornus

2. Par contraposée P ⇒ Q - Q ⇒ - p

3. Disjunction des cas . p ⇒ Q post ⇒
⇒ciasn

Q

4.
"
si et sentiment si " P⇔Q →HP ⇒ Q et (2) Q ⇒ P

→ p⇔⇔ . .⇔Q
.

5. Par absurder .

P - P ⇒ Q
,
corinne diétrefausse .

6. Parle principe
des tiroirs

. P n objets → ktiroirs
= > an moms 1 tiroir content/ objets

plafond



7 .

Par récurrence Pln ) Base Hérédité -216-

(a) P(no) Pch )⇒P(n+l)

(b) PhD . . .
Knick ) { PG ) . . _ Plntk )}⇒P(n+k+D

(c) Pino) {Pln .jp/n.-iD...PlnB--sPln-iD
.

Plum ) (d) Plo ,O) Pcmo) ⇒ Plm-101 km

pcm.nl ⇒ Plmihtl) tmn
carré

(e) Plo ,O) Plmo) ⇒ Plmtlio ) km

pcm-cl.tn/--sP(m,htD-Vmih

diagonal
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Examples : Choisir la méthode de dimonstation
.

Proposition 1 Dans une classe de 210 étudianls il exist an moins Dpersonnes
avec la mime initiate du prénom .

tiroirs : 2¥ = 8+1-3
,

18+1-31--9

Proposition 2 .

Il n'exist
pas

de hombres enters a,b tels que 63A = 81-218

absur.de 71%+361=81--3%+3%2,= 8¥ ¢-2 absurd

Proposition 3 .

Pour tout n ≥2 naturel
,

on an 1%4-E) =n+z÷ .

recurrence : n --2=>1-1-1--7, rrai.PH:1?%1E)--l?dtED-4-E.m).--nEn.9YIj- =¥¥%¥¥-=hI21h-11)

supposed Pcn) ⇒ Png ⇒ Parti)
.

Proposition 4. Sif :É%R est derivable en F- a- c- E. odors eldestcontinue en F-a-
.

direct : f- (E) = f- (E) + Left) , E-a-D-e- nil EE flat
¥⇒o ¥-0

Proposition 5 . Pour tout n ≥ 1- naturel
,
on a É¥k+T = ±

h -11

direct :[T.tk#i=E-(Eik)--l-Y+Y-'-s+Y--...-Yn--nK.=l-n+4--¥, Coupar recurrence )
.

F- I k= I
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Proposition 6 Pour tout couple a. be Z le nombre 4-a+48) lie -38112A -16) estpair.

par disjunction des Cas :

(1) a est pair ⇒ (7-a -146 ) estpair
⇒ (7-a-14616-36)(2a + b) estpair(2) best pair ⇒ Hat b) est pair

(3) a et b sont impairs ⇒ (a -3 b)
est pair

tab c-Z.


