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Methods de démonstration

Recurrence sur deux variables
soit Plmm ) une proposition , him ≥ 0 .

m

1 Méthodecarré 4) PIQO) est vraie
1

I ↓ ↓
(2) Pln ,0 ) ⇒ Platt , 0) kn ≥ 0

( Fmn Pcn
,
m ) ⇒ pln-ii.ms) ) ⇒

(3) V-minpcn.ms ⇒ Plnimti )

⇒ Alers Pfnm ) est vraie V-n.ME/N.

☒ tléthode diagonal a) Plo ,o) estrraie

(2) Pfno ) ⇒ Pln-11,0) th ≥0 ) ⇒ m

(3) V-m.tn Pln -11,m)⇒P(him -11)
"

⇒ Alers Plum) estrraiefn.me/N.

2

(3) Pli
,
01 ⇒ 170,11

P(2,0 ) ⇒ PA , 1) ⇒ P/0,2) ; ; ; ; ; .



Example .

Nombre de Fibonacci : -10--0,4=1 ,fn+É%+fn+ , →mm
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knew

m¥É%¥q÷Proposition . fnfm-ii-fmfn-ii-tbmfn-mV-n.in : n ≥m≥0

- p mt¥¥¥
him HIADém : Base : Plop) : f-of, - fof,=tD°f◦ ⇒ 0-0--0 vraie ¥ .

P ( 1,0) : fif, - fofz=fD°f, ⇒ 1-0=1 vraie

n≥m⇒P*P(1,1) : fifz-f.fi/-D'fo--s1-1--Ovraie . ; ; ; ; ;

Héréatité Plno) : fnf, - fo.fm ,=fÑfn ⇒ fn - O -

_ fnvraie th ≥0 Hans recurrence) .←

Fib ↓
Phil ) : fnfz -fifnt , - C- 1)

'

fn - , ⇒ fn-fn-ii-fn-ic-sfn.it/-n=fn-iirraie
Ku ≥ 1

.

Soit hfixé : démontrons que
Plhim ) etpln.mu) ⇒ Pln ,m+z) km ≤ n -2

Plum ) : fnfm-u-fmfn-ii-l-Dmfn-m.PH.mu/:fnfm+z-fm+ifn+i--fDm-' 'fn-m-ipln.mil) : fnfm-iz-fm-nfn-y-fnffm-ii-Y-m-iz-lfm-%bfm.ci) -1mi =
=/fnfmt , - fmfnti ) +(fnfm-iz-fm-e-h-d-fllmffn-m-fn.my )=fÑ"fn - m-2
-p¥Éfm pn.me#-Ffn-m-T Fib -'firm -2

= > Pln .tn -12 ) : fnfm-iz-fm-zfn-i-HMY-n-m.rs .

Conclusion : Plno ) rraie kn ≥0 , Plnirraietn ≥1 , et pour tout n ≥ Ofixé.
Pln ,m)etP(him -11) impliquent Mmm -12) km ≤ n-2.Alorsparreiurrenapln.mu/-rraie ☒kn ≥m ≥ 0 .



-162-

-NMpÉ-



Application : he gradient et le Laplacian en coordonnéespolaires .
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Dét. Soit f : ÉEIR de classe C
'

sur E. La fonchon Af : E-→ IR

flx , . . ✗a) = 8¥+8¥, + . - +9¥. est le Laplacian

.de/-.Ex1.fcx.y)--xy+3×3
. f : Pi→ IR de classe C.

°

sur Pi
.

f- (× ,y) = 8¥ + 8¥ = 18×+0=18×
.

¥, = y +9×2 ; ¥, = ✗
polairesProposition . f : 1122→ IR declasse C ? So if f- = fog f. yjlchangemcntde

variables

Alers I fix ,y) = (cosy 0¥
- fan Y¥y

,

since 8¥ + trosY¥) - le gradient
Dflx, -11 = 8¥ + ¥ 8¥, + f¥r - le Laplacian .

Dém : f-Irie) = fog kill ; gene) = (Thf) ⇒ Jg (rid = (
• ✗ - r""

sin Y rcosy)
⇒ Jfogirie)=(¥r?¥) = Jf Hy) . Jglrie) = (¥ ,

¥
, ) -

Jgcriel
F-

⇒ ✗ fix,A=(¥, ?¥,)=(¥r,¥y) - fsgiriesj:-(¥,¥
,
) • " """

-1h4 cosy) =



-164-
= (cosy ?É - fsinY¥ , any ?¥ + trade ) = tfcxid .

Pour cakaarftx.IE#-r--f-m.p.es-E..---Eenoord.poeair)
tvoirsérie9) ☒,

E-✗ 2
. fixed = ,¥yi (xx) ≠ 10,01 f- c- GUR:{4) Df--8¥ +8¥ = ?

f-(×, y) → f- (ri) = ¥f= 1¥ la meine fonohonenaoordonnéespolaires .

Proposition ⇒ Df = 8¥ +t-iff.tt#r--2F!-+f--sYY-+ffsYf-)--0.8rI---afY-; ¥y=•F ⇒ f- O sur son domaine
.

Déf. Une friction tell que Df= O sur
ECIR

'

s
'appelle harmonica .

Ex 3
. fix,y)=xʰ- y

' :/R'→ IR glxy)=✗ky2 : 1122→ IR

Dflx ,y)= 2-2=0 V-x.yc.IR
' Dflxiy) --2+2--4+-0 V-x.yc.IR

?

Max
→ gait n'estpas

harmonica .

-

:

min f-(xx) est harmonic 're 9min
sur pi



Une foncton hormone-
que sur un

domaine compact alteint son min et son max-165
-

sur la frontiere du domaine
.

(Sans démonstra#

§ 4.7 Formule de Taylor .
7hm

.

Soit f:-[
' "I

> IR de classe CP" an roisinage
de a- c- E.

Acors il exist 8>0 td que pour
tout ✗ c- B(a-g) NE il exist 0<-04 telque

f (E) = Flott F'101 + ÉF
"

(o) -1 .
. .

+ ¥. F'
"(O) +¥) : F'""(a) . a-+tht-a-)

oui F :I→ IR
, Flt) = f (a- + th -a-1) .

Flo)=flat☒70,1] f-(1) =fat) .

Dém : f-(e) = 1=11) ,
flat = -5101 ; FIH declasse

'

surI

Analyse I ⇒ la formate de Taylor pour
F-(f)

,
fonchon d. une scale variable

⇒ 5-(f) = 1=(01+1--40) - t +IF
"

/01 .tk . . . + ¥ F'"lost
"
+¥,, ! F

"""
(a) tP

"

,

⊖ entire
0eft

.

⇒ f- (E) = f-(1) = 1=(01+1--40) + ÉF
"/O) + . . . + F'"(o) +¥,): 1=1*4/0-1

,

0<0--1

☒,

Remarque : F'to) = ;gfk+ᵗ⇒)-fH_ = DfE, E-a-1)
.

f- (E) = 1=(01+1--40) + IF "(O) + .
.

+ ¥! F'"(O) + le rest
le polyniome de Taylor de f d'ordre p an point a- .



En particulier, Cas n= 2 .

a- = (a. b) ; F- (xx) . f- declasse C
""

,
p ≥2 .
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f- (xx) : E- → IR ,
on cherche le polgniome de Taylor d.ordre p an tour de 6. b) .

f-(f) = flat tlx-a)
,

8+(-4-61)
.

Trower F'(f)
,
f-
"

(f) en ternes de f.
Flt) = fog (t) , f: R'→ IR , g : IR → IR ? gltt-fa-tlx.at, 8+1-4-6))

.

⇒ F' (f) = 7=(1-1--7841) -

Jg A) = (¥ ¥)f¥g = 8¥ . G-a) +¥ . G-b)

g. (t)
-

-attG-a)
, g. (f) = bttly- b) .

⇒ F'(O) = #(a. b) • (x- a) +8¥ (a. b) -A- b)
. ⇒

f-
"

101 ? F'11-1=8*0# + ¥ -8¥ Glad: 8-+1%-0*1=9-+18*1?¥+¥%¥j=

"" = :¥T¥i¥÷÷⇒¥É÷÷¥i¥⇒÷¥:¥¥ =
--

←

Fhm de Schwartz
,
fest declasse Cfp ≥ 3 2¥

Of
= ✗-a

9÷=y - b
= 8¥ G- a) ' +29¥; G-aky - b) +8¥ (y-612 8%-2=-8%-2--0
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f-
"

(O) =- 8¥26, 61.6-a5-128×7-0×6,61 -G-ally- b) +8¥. 6.61.4-b5

D '

une fason similar 're , on obtient :
f-%) = ftp.lx-api-38#ojCx-a)Yy-f1+3&&gy-iCx-aKy-6P + 8¥34-613
I 3 3 1

Les coefficients binomiaax Cpk= ↓¥pÑ '

⇒ F-
""(O) = É.FI#yp-.r.Cpk(x-a)kCy-b)P-k .

Sonvent on utilise l 'approximation de Taylor dordre 2 :

t⇔=t⇔+¥⇔⇔+¥;;!;¥÷;¥÷%¥;¥÷""
+ E (114×1-691112)

ontour de G. b)
.

b rate


