
Rappel : la differentiate -110 -

Déf. Soit f: E-→ IR.EC IÑ overt , a c- E.
On dit

que f est desirable anpoint a- iil
exist une transformation

linecure ↳ : IR
"

→ R et une fonchon r: E-→ IR 1-elles
que

fait = flat + Li -(Eci) + r (E) pour tout ☒ c-E

et h¥÷I¥¥=0 .

notations
← ↳

Déf. Li s'appelle la different.dk de f anpoint a- c- E La- = dflñ)
Remarque .

Une transformation linéaire 'T: IR
"

→ R est une fonchon tellque
TGI iqpy ) = LT(F) +pti) V-x-itc-Rh.V-x.pe IR
En particulier, 710-1--0.

Ex
. Flay) = ✗+ y

est une transformation linéaire IR
'

→ R

T(✗ in = ✗+ -1+2 n'est pas une transformation linéaire .



Remarque . (c) Comparison avec la dérivabililé des fonctons dune scale variable .

-111 -

f: I→ IR est dirirabh en a c-I s'il exist l c-R et une fonction r :I→ R
'R teller

que f-(x) = f (a) + llx -a) + rlx ) V-✗ c- I. et

E:zi¥ai=0 .

l : IR → IR
¥21m transformations linéairesl.tt#ett1R;eKt.+ptD--aEt.-ipltz.llo1--O.Enefft,l--fIalElRest la dénrée defence .

⇒ La definition de dérivabililé s 'applique dans le cos n=1
.

(2) Soit L : Pi → IR transformation bniaire .

Posons e-= (Heil , Lléz ) .
.
. LENDER

"

,

oui {e-i }
.

!
,

est la base
canonique

de R
"

.

Alers Ltv) = LIKE + view .
. .
+ Vien)÷÷eV, HE) twitted -1

. . .

-1 Vnllén ) =

= (Ñ, I > = (Ltei
.

.
.

LIEDµ) pour tout ñ c- IR !
matrices h -11

Nn violent

dim -1 la different.dk defence <→ f-
'

(a) = ee R matrix 1×1

d.man la differentiate defence → e- c-R
"

,
e-= (↳ Ceil

.
. . .
[ a- teal)

matric n
-

✗ 1
.



-112 -Théoñeme 1 Soit f: E → IR a- c-E teh
que fest dérirable en a-Cpi

de differentelk Lai : R
"

→ IR
.

Alors : (1) f est continue en a- c- E

(2) Pour tout ñ c- Rh
,
v-t-J.la dénvée directionnelle Df (a-it)

exist et
Df(a-F) =L a- til

(3) Fontes les dérirées partielles existent de f en E, et

8¥.cat =L a- (E) oi Ir
.

= 10,0
. .

"

1,0 . .
0)

.

Le gradient de f existent en a- , et

☐f-E) = (La- leis . Lasted .
. . Loki1)

(4) Pour tout v-c.IR
"

it -1-0

Df (a-it) =L a-
lñ) = t.fca-1.ro)



- 113 -(5) Pour tout ñ c- R
"

,

Kirk --1
,

on a Dffiñ) & 1117flat 11 , et

Dt II. ¥¥¥_µ;) = 1117/-6-111 ⇒ le gradient donne la direction de laplusgrande
croissance de f en a- (si Dfla-1+-0)

.

Dém : (1) f est derivable en a- ⇒ f- (E) = f-(E) +L a- A-a) +rat) ,

et

¥: ,

-

- o
.

EYE f- 1×-1 = him (flat + La- G--a) + r(x-D = flat ⇒ fest continue en F-a-
.

☒→ a

¥ñ→o¥:-O(a- est continue
,

4- 101 --0
CIR

(2) Soit ñ c- Pier -1-0 .

Soit
g
(f) = f- G-+ tñ) : I→ R

⇒Df (a-it ) = g
'

It) /
+ = ,

,
si cette dénvée exist

.

F-a-=tv

①flair) = ftp.GHI-g#--f;mofE+-EI-fCa----lim f¥La-A¥-rG+tñtf=
Rt-so
5- est desirable en a-

,
E- a-+ tñ

=lim(±¥ + ;t¥"" ) =L a- in .1- →0
= -1-1*1

¥:¥¥i- o
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⇒ Df (a-it) =L a- (t)

(3) 8¥ (a) =Df(a-, ei) ! L a- E) ⇒ 3- Tifa)=(↳ Ceil
. . . . Late.it)

4) ¥59m
2 [ a- lñ) = (ñ

,

4- Ceil
,
Latest .

.
. L.ekiD-lv-ixfca-D-Dfki.it)

(5) Soit HñK=1
.

⇒ Df G-F) = 47 flat it> = 117fta-NTÉIaos¥ a- 1174-6-111 .

Soit ñ;¥§÷µ⇒Dfkit=GfñiY¥f⇒="i¥÷÷= "HEH
.

Soit IfCatto

⇒ Si ✗ flat -1-0 , la valuer maximal de la derive directionnelle de fen a-
en direction dun vector unitaire est dans la direction

du gradient tfla ) .

☒,



- 115-Ex2
. flay)=×4y

' derivable sur Pi (plus Tard) fix,y)=x4y
'

9¥ -

- 2x
,

=2y ⇒ ✗flay)=(2x,2y) flay)eÑ

Lay)lÑ)=Df(lxipitl-txflxip.it) =2xV,+2yv.
Elvira)

Silx.yt-ll.de/-v-=ftz,B-z)--77flhD=l22);DfllhDv)=Lth2).fz,E-D--1-V3'
,
meine qiavant fours 11)

silxxt-li.be/-v-=Yf-y.Y#u---Frs..2-rs.)--frz..'-ri)--DfllhD.V)--42,211¥.tl/=Bi+Fi--2Fi=H7flHN > 1+55
-2.82 -2.73

La Courte de niveau deft,y)=x4y
'

{ (✗ g) C- Pi : X'+y'=P} ⇒ cercle de
rayon
ret centre it (×,y¥→→

N

17ft ,y)=(2x,2y) sur le cercle :X '+y2=r
'

y→ est normal a' latangentedelacourbedenireau . \
Engénéral. DfCa-Ñ1=J⇐> test tangent a' la surface Courte

y Tlflxayol
Flat -1-0 deniveaadefena demveaar

Df( a.) 1- droite tangent a' lacourbedemveautangenkalacourbedemveaeiro-Dfkxo.y.tv)=(¥Hñ)=O⇒Ñt7fHo,yo)⇐> Test tangent ealxayo )
au Cercle

.



Application .

Plan tangent a' la surface 2- = flay) -116-

soit f: E-→ IR dinvable sur E (⇐ fest derivable en toutpoint de E) .

Soit a- c- lxo.yo.2-o-fcxo.y.DE/R3nn point du graphque def. flx,y)=x4y '
On cherche une equation du plan tangent a- 2- = fcx,y) en a- .

So it Flx,y.z)= -2 -flay) :D
' "I

> IR derivable

Flx
,y. 2) = O est la surface de mireau de F<⇒ 2- =fix,y)

7 Flay, a) = f cat
,

-¥
,
cat

, 1) -1--0 ④
DF(a-it) = ① Flat

,
E) =O⇐> To est dans leplan tangent

a' la surface eh a-
.

①Flair) = la vitesse decroissancedet-cx.y.zjena-swvantv-TG.y.tl=D sur la surface ⇒ F ne changepas sur la surface ⇒DFG,vt=O
⇒ Pour obfenir l 'equation de a plan on écrifpour z.fi#,:Pmrtmtr-

c-plantangent
( IF(E)

,
(x -Xo

,
y-yo , z -zo)) =D ⇐>

⇐> -¥6T G-xD -¥ cat Cy-y.) + e- G-fcxo.y.NO ⇒ ((¥ cat. ¥, G-1)⇒f-G)
Z = f-No

,yo ) + (y f (xoxo) , 1×-4 , y-%))
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Alers 2- = flxayo) + (Tlflxoio) ,

lx-xo.y-y.DE/3.flx.H--smlxy)de'nvablesur1R?

I fix,y)= (ycoscxy) , xcoscxy)) .ftp.sina/)-Vecteurnormal angraphiquedez-s.mx/):7F(x.yit)--7(flx.y1-z):enlXo.Yo,smlxoYo):
est ( yocoslxoyo )

, Xocoslxoyo ) .

- 1)
.

Plan tangent a' la surface 2- = Sinay)

en ce point est
2- = sinlxoyo ) + yocoslxoyo) /X -Xo) -1 Xocoslxoy.)(y- Yo) Jealous a' la surface :☒← (¥

,
¥
,

- 1) = Faya)variables '


