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Rappel: Limits dis fon chins de plasieurs variables .

Caractérisahon de la hmik a

'

partir des suites convergent.es
Fhm

.

Une function f. E-- IR difnie au voisinage de Eadmetpour limit le R

lorsgue I→ to ⇐ > pour
toute suite deterrents {at } de {☒c-E :I+E.)

,

qui converge vers Io
,

la suite {flail } converge vers l.

( him fix ) = C)<⇒ ( lez f-(ai ) =L pour toute suite hat}c EYE } : lima. --E)G-→to

I-5×0

On utilise souvent cette caracteris.aton pour dimonher quiune limit
n'exist pas : il suffit de trover deux suites {at } et {bi } convergents
vers Io et telles que

lim flail + limflbi) .

K→ to K - S 00

Ext
. f ix.y ) =

{ ¥¥ ,
Hill -1-1901

Kitano,
f"'M h

'exist pas .

°
'
(✗it = (o, o,

Kim
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. f : R' → R fay)= { ¥% ,

did #99

0 (x, -11--10,0)

{at } = (¥0) ⇒ himflail = him =¥z¥=0 KI} -40, E) ⇒fait> O
k - soo K→N ¥2

K-> to

{ ér. } =/E. E) ⇒ limflbit-l.in#+-E---lim&zI-.--Ok-sooKoo ¥ -1¥ k→N

hypothetic : linn flay)=O .

Ky)-40,0)

(1) Exercise : Démontrer limflx.yj-oparladifnit.me
Ky)-40,0)

A¥: ✗3+-13=1×+411×2-✗yty
')

15-1*1-01=1%1%-1--1 '×+¥¥¥ 1=1×+141 1<-1×+144+1 ⇐

⇐ [ ñ±2xy+y2zO⇒ 21*4×4×21<-1×+4/(1+12) 3-24×1+1141<-3-2 -2*+5--38<-8 ⇒ Jeez
,→

on imposealors
"

Ifa,y ) - OKE Flay) : Hay) -10,0111<-8

⇒ him
a.ytyqo ,

-11×10=0 par la definition .
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(2) On pent démontrer l
'existence de cette limitpark changement

de variables en coordonnées polaires .

{ ✗ = roost re Rao
y .

.
. €r=rÉi

y = rsihll Sir+0 ⇒ YE [0,211-1 H ;

fix,p=¥¥÷. ⇒flriel-%EF.ir?,?nIf---rKcosY-s.nie1r.lx,y)--
10,0) ⇐> r=rF+yT → 0,4 est une foncttn inconnue der

.

fi→m IfCrill = lim r /comets.ie/--O.rsofFz
fail)

⇒ him f-lay) = 0 . continue
lx, y )

→ 10,0)
en 10,01

\Cette méthode est sourentefficaa pour
montrer l'existence des limit him fix,y)

(x;y)-40,0)



Remarque .

(1) On ne peut pas calculus la hmik dune fonchondeplnsieu.in?2-
variables en considerant des limits consecutive

spar rapport a
' cha
que

variable
.

Ext
. fix, -11 = { ¥¥ Him +10,01

0 (X,y)= 10,0)

soit ✗ =/ 0 ⇒ himx
°

✗so ¥:#0=0
⇒ lim Kim = limo = o

✗→ O y→ 0 ✗→ 0

De meine
, fiygxli.gg#+yi)--limO--O.Maislimflxy)n'exiskpas(voirEx 1. cours9).y→ 0

(xx)→ (0,01

(2) Si la limiter him fix:D existe , et les limits par rapport a' chague variable
Hit> (a.b)

existent pour tout ✗ et
tout y

dans le domaine de f, odors onpeut échanger
Nordre des limits :

lim Him fain ) = lim Him fain) .

✗→ a y→b y→ to
✗→a

(3) L
' existence de la limit binflx.yln.im/sliquepasengeiieral.Cx,y)-s(a

,
b)

l 'existence des limiter limfcx.ae/-limflx.H .

✗→a y-> to

[Voir 11377 §12.2.11
.

)



-93 -'theorem des 2 gendarmes . Soient f.g. h : E→ IR
.
Telles

queCIRH

a) him fix)= linga) =L .

Into I- 'Xo

(2) Il exist ✗ so : pour
tout ✗ c- {✗ c- E : OLLIE-5.11<-2 ]

,

on a

f- (E) E KE ) Eg (E) .

Alors him hail =L
.

I→I.

him at = Io
.Dém : Soit {ai } CE une suite convergent . ⇐→•

Alors G) ⇒ f¥g flat. )=l¥zg laid =L Ccaraclénsahonapartrdes suites ) .

2gendarmes ylimh (ai ) -- l .
(2) Fko c- IN : f-(ai ) c- Kattegat) pour tout Kako ⇒pour les suites 1-→ so

⇒ par
la caractérisation a'parlor des suites . puisque late } → Io

est une
k-> to

suite arbitraire convergent vers to ⇒ limhlx) =L
.

T
I-5×0

Ex 3
. f- ix.y) = { ✗y log (1×1+41) Hip -1-10,0)

0 Hid = 10,0)

On cherche une function glad tell que OE /fail-01kg Ky) pour Axl
au voisinage

de 10,01

et limHH→co⇒9%H=O .



So if lxiy) c- BCoÑ⇒ FFF ± 1 ⇒ f-↳y,
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1×41=1×11×1 Sixt Fyi ÉIXT
IX. YI = 1×1 - IN c- IN +yi ⇐ Iyl

⇒ 1×71<-1211×1+1×1)

0<-1*811×1+41)kH×¥¥¥?¥¥¥¥§!
+yi→ 0 ⇒ (1×1+1×1)<-2 Fyi → 0

Soit t --1×1+1×1 ⇒ himcnn.co.ug#H--fi1zg (f) .

ftp..gl/-1--limtztKogtl---limtztlogts..--..,-ElsiryjhYss- ÉE¥%¥=Ot→o+ ↳ -

•

1-→Ot

⇒ him
www.o ,

81×141=0 ⇒parks 2.gendarmes him flay)=0 .

☒Asked

Proposition .
Conhnuité dune fonchon composed .

A# B# IR Si g.CH .
. . g. (E) sont

continues en a- c- A
,

CIR
" GRP ef f-(g) est continue en (g. (a-t.gr Coil . . . gpcci ) ) ,

pi
"

→ 112 → IR alors fog (F) est continue en F- a-
.



-95-
Ex4

. hlxiy ) - smlxylcoslxy) flay/ c- R2

hlxiy)
guy)=x.y

continue sur IÑ
,

et f (f) = sintcost
continue sur IR ⇒ fog (xx) = sincxycoslxy)

est continue our IR
'

par
la proposition .

1122 -8s IR f→ IR

Ex5
. fix ,y ) = { s¥ ,

✗ + Oef -1=10

1 outremont
fax)

flay)= hog Cxiy) : glx.tk ✗ • yconlmuesur R
'

< go

Cpolgnéme) 2=1

hH1={
"¥ t -1-0

- 1
.

f- 0

him hltl-l.ms#--1--hlo1.--shlHesfcontnue
too to t

sur IR

9
⇒Alers par

la proposition f-ix.pest continue sur IR? * 0,2=-1
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. a.fi?g.gfE!FfFI-0-o fan

On cherche une friction guy ) :
0£ / fix,yl -01£glxiy) et him guy)=O . n

Hink,O)

au voisin. age dead . Ia- Him -01#¥¥¥o=9¥¥•¥;¥¥¥1
⇒ OEIflx.H-OK-llogxt-glx.tl 1h01

⇒ him
ix.yt.a.olgHH-ffff.am/logxl--fi;yllogxl=O .

⇒ parks 2 gendarmes him 1×-11%04=0
.

Hit >Got A- 1)
'

+ yh



§ 3.3 .
Maximum et minimum dune fonchon sur un compact. -97 -

Déf f : E → IR
.

Alers si MER et me IR satisfont
Cpi

4) f-CHEM (falam ) Fx c- E

(2) ME f- (E) (m c-f-(E))

Alors Mest le maximum (m est le minimum ) de la fonchm four E .

Ex
. f- ix.yl = Anway) f : R'→ IR

⇒ Max flay)=t et min
lay> c- 1122

f(Ky) = -1
(xx) c- 1122

7hm
.

Une fonchon continue sur un sous- ensemble compact ECR
'

attaint son maximum et son minimum (<⇒ 3-max -4×-1 , 7¥:# fix) )IEE

Dém : (1) { f-⇒*E est borne'
.

Par absurd
.

Supposons que
3- { In } c- E : lflxñ ) / 2k flee IN ⇒ { In } c- E est une suikbor.ae .

(Eat compact)
⇒ Par Bolzano -

'

Weierstrass
,

on pent trouser une sous- smile convergent .

{ X-r.pl ,> → •
→ to

. Risque Eestfermé ⇒ I. c-E



Risque fest continue ⇒ him flxkp )
= f- (E) c- IR -98 -

p
-> a I. c-E } ⇒ absurd

.

mais par
construction If 17k V-KEN

⇒ fest bornée sur E
.

(2) f alteint son minet son max sur
E

.

f-(E) est un sons- ensemble borné ⇒ FM = Sup {fail ,x-c-E)
m= Inf {fax , ✗EE}

.

⇒ 3- { at }
,
{ In } c- E : limflait-mlimflb-r.FM

K→ 00 I k→o0

{at }
,

flik )cE suites loonies ⇒ 3- sons- suites convergent a-
Kp
→ I

⇐→ f-
.

Puisgue E- est compact ⇒ a- c- E et EEE
.

⇒ limfla-q.FI#-la-1p--ao
⇒ 3- a- c- E : f- (E)=m= min fail

him dimerous- suite → I/
'

Alois# TEE

line
v.→a flat)ñym

Dime fason sanitaire ,
hrnflékp ) = f- (E)
"→

11 11 ⇒ 3- b-c-E: f-(E) =M=
lion f-(E) = M = maxf
v.→ a ☒c-E

☒,
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Q1 Soit fix, y) : 1122-412 teller

que fi;zf(E. 01=0,
ftp.floi-r.t-oetfizf/E.E)--O.Alors :

A. him
lxiytyqo,

f(✗ I'D =D .

B. him fix,y) n'exile pas .

Hid -40,0)

C. La fonction fix,y ) est continue en i40)
.

ttiinformatvnriestpassuffisankpourdeiidersilalimikhmfcxexisk.µIX.y)-40,01\

Ex : flay)= {¥¥µ Cays -1-190)

I 0 IX. ys = 10,0,
⇒ f(¥0) = ¥2¥
f-G. E) = ¥

.
I:O

f-(E. E) =¥÷¥=¥÷.IE?;maisflE:E)--'I---tz
¥ -1¥, K-ooo

⇒ him flay) n'exist pas .

(4×740,0)


