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Analyse II — Série 6

Exercice 1. (Limites)

Calculer les limites suivantes si elles existent:
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Exercice 2. (Continuité)

Déterminer (s’il existe) le prolongement par continuité au point (0,0) des fonctions f dont
I'expression pour (z,y) # (0,0) est:
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Exercice 3. (Limites le long des droites)

Soit une fonction f : D — R, D C R?, définie dans un voisinage de (0, 0) mais pas nécessairement
en (0,0). Supposons que pour tout m € R, on a

lim f(¢t,mt) =1, leR.

t—0

Peut-on conclure que lim, 40,0y f(2,y) = I7 Trouver un argument pour la conclusion, ou
donner un contre-exemple.

Exercice 4. (Questions vrai/faux)
QO1 : Soit une fonction f: D — R et soit (zg,yo) € D out D C R? est un sous-ensemble ouvert.
Si

im  f(z,y)

(z,y)—(x0,y0)

existe, alors f est continue en (xg, yp).
Q02 : Soit une fonction f définie dans un voisinage de (zg,yo) € R? (mais pas nécessairement
en (xo,%)). Si lim f(x,yo) existe, alors

Tr—xQ

lim x,
(z,y)—(z0,y0) f( y)

existe.

1 Ex. 6 au verso.



QO03 : Soit une fonction f: R? — R et soit une fonction g: R* — R avec lim g(r) = 0. S’il

r—0+
existe une valeur ¢y de ¢ € [0, 27 telle que

‘f(r Cos(goo),rsin(cpo))} < g(r)

pour tout € Rt alors

lim x,y)=0.
(2,y)—(0,0) f@,9)
Exercice 5. (Dérivées partielles)

Préciser le domaine des fonctions f ci-dessous et calculer leurs dérivées partielles premieres:
‘ r oy s .
) Sy =S+t i) f(ry,2) = 2

2
iii) f(x,y) = sin(z%y)cosh(y — z) w) [flx,y,2) = sinh(%ggz)

* Pour i), on cherche le plus grand sous-ensemble du domaine qui est ouvert dans R3.
Pour i), calculer aussi les dérivées partielles d’ordre 2.

Exercice 6. (Gradient)

Soient g, h: D — R de classe C!, ot D C R? est ouvert. Calculer le gradient V f ol

i) f(z,y) = g(z,y) + h(x,y) i) f(r,y) = g(z,y) h(z,y)
_ g(z,y)
”7') f(LL’, y) - h(ZL’, y)
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Exercice 7. (Démonstrations en Analyse II: propriétés des fonctions continues)
Théoreme: Une fonction continue sur un ensemble compact atteint son minimum et son maxi-
mum. Refaire la démonstration de ce théoreme du cours suivant les étapes données.

i) Démontrer que si un sous-ensemble S C R™ n’est pas borné, alors il existe une suite
{ug} C S telle que |ug| > k pour tout k naturel positif.

it) Utiliser (i) pour démontrer par absurde que si E C R™ est compact et f : E — R est
continue, alors f(£) C R est un ensemble borné.

iii) Soit P C R un sous-ensemble borné. Utiliser la définition du supremum et de l'infimum
de P (voir Analyse I) pour construire deux suites {x;} C P et {yp} C P telles que
klirn x = inf(P) et klim yr = sup(P).

— 00 — 00

i) Utiliser (ii) en cas P = f(E) pour montrer qu’il existe deux suites {ay} C E,{by} C E
telles que klim f(ag) = inf(f(E)) et klim f(b) = sup(f(E)).
—00 —00

v) Les suites {a} et {b.} sont-elles nécessairement convergentes?! Utiliser la propriété du
sous-ensemble compact E' C R" pour démontrer I'existence des sous-suites convergentes
dans {ag} et {by}. Soient a,b € R™ leurs limites respectives.

IEssayer de trouver un contre-exemple



vi) Démontrer que si £ C R" est compact, alors @, b construits dans (v) appartiennent a E.
Utiliser la propriété de la fonction continue f pour démontrer que f(a) = inf(f(E)) et

f(b) = sup(f(E)).



