Proposition Soient vy, vs : I — R deux solutions de I’équation y"(z) + p(x)y' (z) + q(z)y(z) =0

pour le Wrons-  (EDL2 homogene).

kien v1(z) et vo(x) sont linéairement indépendants si et seulement si Wvy, vo](x) # 0
pour tout z € I.

Preuve <—
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Démontrons ce point par la contraposée. Nous voulons donc montrer
que les solutions sont linéairement dépendantes implique qu’il existe
z € I tel que W{vy,ve](z) = 0.
Puisque nos deux solutions sont linéairement dépendantes, nous
pouvons prendre sans perte de généralité qu’il existe ¢ € R tel
que v1(x) = cva(x) (si plutdt ve(z) = cvi(x), nous pourrions juste
échanger les noms, d’ot le “sans perte de généralité”).
Ainsi, nous avons :
V1T cu1(x
Wion, v)(z) = det (qu% o ExD
= cvi(z)vy(z) — cvr(z)vy ()
=0, Vexel

Nous avons donc trouvé que le Wronskien est nul pour tout x sur
cet intervalle, donc il existe bien un = pour lequel il est égal a 0.

Prouvons aussi cette affirmation par la contraposée. Nous voulons
donc montrer que, s'il existe zg € I tel que Wlvy, v2](xo) = 0, alors
v1(z) et va(x) sont linéairement dépendantes.

Puisqu’il existe un tel xg € I, nous savons que :

dot (Z’i(%) Uz(xo)) _0

(zo) wa(wo)

Ainsi, le kernel de cette matrice est est non-trivial (il n’est pas de
dimension 0), donc il existe un vecteur non nul (Z) € R? tel que :

() N ()= (6)

{ avy (xg) + bug(xg) =

Ainsi :

avi(zo) + bvh(xg) =

Soit v(z) = avy (x)+bve(x). Alors, v(x) est une solution de ’équation
donnée par la superposition des solutions. De plus, par le systeme
d’équations que nous venons de trouver, nous avons v(xg) = 0 et
v'(z0) = 0. Par le théoréme de 'existence et unicité d’une solution
de léquation y” (z) +p(x)y’' () +q(z)y(x) = 0, cette équation admet
une seule solution satisfaisant y(xg) = 0 et y'(x¢) = 0. Puisque la
solution triviale y(x) = 0 Vz € I satisfait I’équation et les conditions
initiale, alors nécessairement :

v(x) = avy(x) + bva(z) =0, Ve el

Puisque a et b ne sont pas les deux nuls, soit nous avons v;(x) =

=byy(z) pour tout z € I, soit nous avons ve(z) = —%v;(z) pour

tout = € I (soit les deux).

Nous avons donc bien trouvé que vi(x) et va(z) sont linéairement
dépendantes sur 1.

O

On démontre que @ = P et P — ( par la contraposée car P
et @ sont des propositions “négatives” : il est beaucoup plus simple
d’avoir une fonction qui est parfois égale a 0, ou deux fonctions qui
sont linéairement dépendantes.
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CHAPITRE 2. DEMONSTRATIONS A CONNAITRE

Soient vy,vy : I — R deux solutions linéairement indépendantes de 1’équation

Preuve

¥ (@) + p()y' (z) + q(x)y(x) = 0.
Alors, la solution générale de cette équation est de la forme :

v(x) = Clvl(x) + CQUQ(QS‘), 01,02 € R,l‘ el

Soit v(z) une solution quelconque de I’équation donnée, et soit
xg € I. Soient aussi ag € R et by € R tels que v(zg) = ag et
7[7’(1'0) = bo.

Par hypothése, nous avons deux solutions linéairement indépen-
dantes vy,vo : I — R. Ainsi, par la caractérisation, nous sa-
vons que Wlvy,vs](x) # 0 pour tout = € I, ce qui implique que
W[’Ul, UQ](xo) 75 0.

Or, quand le déterminant d’une matrice est non-nul (la matrice est
dite non-dégénérée), nous savons qu’une équation 1'utilisant a une
solution unique. Ainsi, nous savons qu’il existe d’uniques constantes
C1,Cs € R telles que :

Crvi(zg) + Cava(z0) = ao
Cl'l}ll (mo) + CQ’U/Q(JJ()) = by

Considérons la fonction v(z) = Civy(z) + Cavs(x). Nous pouvons
voir deux informations. La premiére est que v(z) est une solution de
Iéquation (puisque v1(z) et va(x) sont des solutions). La deuxiéme
est que v(zg) = ag et v'(xg) = bo.

Par le théoréme de I'existence et unicité d’une solution des EDL2
homogenes satisfaisant des conditions initiales données v(xg) = ag
et v'(zg) = by, on a v(x) = v(x) pour tout x € I. Nous avons donc
bien montré que notre solution de départ est de la bonne forme.

O

Pour tout 7, 7 € R™, nous avons :

Preuve

(@) <2 I7]

Soit A € R. Considérons la somme Y ., (Az; + i)’

Nous savons que > ., (Az; + yi)2 > 0, puisque c’est une somme de
termes positifs :

0< Y i +u)* = (Na? + 2my; +v7)
=1

i=1

Et donc :
0< (Zﬁ) A2+2<inyi> A+ <Zy§>, YAER

a b c

Nous avons obtenu une équation quadratique selon A qui est toujours
positive. Ainsi, on remarque qu’il est impossible que cette équation
ait deux racines, sinon, par le théorémes des valeurs intermédiaires,
elle serait négative en certains points. Nous savons donc qu’elle a
un discriminant négatif :

n 2 n n
b —dac <0 = 4 (Zx1y2> —4 (Zl’?> (Z%Q) <0
=1 i=1

i=1

2 2 2
=(@.%) =IZI" =¥l



