Analyse II — Démonstrations

Théoreme : Ca-
ractérisation
des limites a
partir des suites
convergentes

CHAPITRE 2. DEMONSTRATIONS A CONNAITRE

Une fonction f : E — R définie au voisinage de z$ admet pour limite ¢ €
R lorsque z — :F()) si et seulement si pour toute suite d’éléments {(T;c)} de
{7 € E tel que z #+ 37)0}, qui converge vers 9?0), la suite {f(ch))} converge vers £.
En d’autres mots :

( lim f(?) = E) — (klim f((Tk)) =/, V{(T;Z} CE\ {:FO)} telle que klim ai = :1:_6)

Ea T

Preuve —>

Preuve <=

Nous savons par hypothese que limz _, > f (?) = /. Ainsi, par la
définition de la limite, on sait que, pour tout € > 0, il existe § > 0
tel que :

0< |-l <5 — [F(@) -t <e

Soit une suite arbitraire {c?k} C E\{a?())} telle que limy_, oo cT,: = 9?5.
Puisque la définition des limites pour les suites marche pour tout &,
nous pouvons prendre € = §. Ainsi, par définition, pour € = § > 0,
nous savons que dkg tel que, pour tout k > kg, on a :

@k — m5|| <6

Or, puisque {CT]:} C E\ {?0}, nous savons que a_>k - 55 # 0. Ainsi,
pour tout k > kg, 0 < H‘Tk) - :FSH < 4. Cependant, cela implique
par la premiere implication que :

|f(@k) — | <e

Ainsi, nous avons démontré que pour tout ¢ > 0, il existe kg tel
que pour tout k > kg on a }f(ch)) - €| < e. En d’autres mots, nous
avons montré que :

lim f(ag) =/¢

k—o0

Nous allons faire cette preuve par la contraposée. Ainsi, nous sup-
posons par hypothese que lim_, z» f(?) #£ 0.

Par la définition de la limite, on obtient que 3¢ > 0 tel que V§ > 0,
374 tel que :

& - <o et 5@ (>

Puisque c’est vrai pour tout ¢, alors c’est aussi vrai pour le cas
particulier ou § = %, k € N. Ainsi, pour le € dont nous connaissons
I’existence, pour tout k € N, il existe aTk) € F tel que :

|7k — @8] < 5 et [F(@R) 1t >e

On obtient la suite {a:_k) }Zil qui est telle que, par la définition,
limp o0 aT)k = aT)o. Cependant, cette suite est aussi telle que ’f(m_g) — €| >
€ pour tout k € N, ce qui implique que :
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