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Analyse IT — Corrigé de la Série 14

Exercice 1.

On utilise les coordonnées cylindriques (r, ¢, 2) définies par G : D — D telle que

(z,y,2) = G(r, ¢, 2) = (rcos(p), rsin(p), z).
Le Jacobien est donc

cos(p) —rsin(p) 0
Ja(r,p,z) = det | sin(p) rcos(p) 0] =r.
0 0 1

Pour la sphére on a r? + 22 = R?. Donc on obtient les limites d’intégration: (r,¢,z) €

[0,V R? — 22] x [0,27[x[—R, R].

Alors on la calcule:

VRI—:2 R 1q VRZ—22 R p2 .2
/ dgp/ / Td?”dZ_Zﬂ'/ [ 2] dz—27r/ H -z dz
rl2 _rn 2
3 z=R 3 3
=27 | — — — =27 E :47TR
2 6, g 3

Exercice 2.
i) Le domaine D est représenté a la Fig. 7?7, Pour le changement de variable, on définit
I'application H: D — D telle que (u,v) = H(z,y) avec

u=xz*+y* = H(z,y)
v =1a?—y? = Hy(z,y)

1l suit de la définition de D que D = [5,9] x [1,4]. La matrice Jacobienne de H est

e = (5niey anieen) = (e %)

et son Jacobien est det(Jy(z,y)) = —8zy.

Soit G = H~': D — D la transformation inverse telle que (z,y) = G(u,v). Pour calculer
Iintégrale, on a besoin du Jacobien de G qui est

1 1
det (o ) = [—] -5
det (JH (x, y)) (6.4)=Cluw) 82Y | (v, 9)=G(uw)

Comme zy # 0 sur D, le jacobien de G est bien défini. L’intégrale est donc



// 23yP do dy = // ( ( : ]det (Jo(u,v))| dudv
)=
// [ } dudv = = // du dv.
8£Cy (z,y)=G(u,v) =G(u,v)

Pour exprimer x et y en fonction de u et v, observons que 222 =u-+v et 2y> =u—v.
Ainsi 1 .
T Z(u +v)(u—v) = Z<U2 —?)

4 r9 1 4 1 u=9
/ (u? = v?) dudv = 5/ [§u3 - qu] dv
1
4

et I'intégrale devient
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ii) Le domaine D se trouve dans le premier quadrant (car z,y > 0) et est délimité d’une part
par les droites y = x et y = 4z et d’autre part par les courbes zy = 1 et zy = 2 (cf.
Fig. 77?).

Pour calculer I'intégrale on définit le changement de variable H: D — D, ou (u,v) =

H(z,y) avec
u
v

et, par définition de D, D = [1,2] x [1,4]. La matrice Jacobienne de H est

e = (5 o) = (2 1)

ry = Hy(z,y)
% = H, -T,y)

_y 1
2 2z

et son Jacobien est det(JH(a:, y)) = 2% qui est bien défini sur D car x # 0.



Soit G = H~': D — D la transformation inverse telle que (z,y) = G(u,v). Le Jacobien
de G est alors

1

x 1
det(Jg(u,v)) = [—] = [—] —
det(Jy(z,y)) (o) —Clu) 2Y | wyy=Glun) 2V

car v = 2. Comme v > 0 sur D, ce Jacobien est bien défini. Ainsi

// x2y2dxdy:/ u—dudv:/ —[—ug’} dv:/ ——dv
D 1 J1 2v 1 2v 3 u—1 1 6o

7 7

-2 [m(u)ﬁ = < In(4) = ; In(2) .

Exercice 3.

i)
3 1 1 3
/ dw/ f(x,y)dyz/ dy flz,y) da.
0 1—3x 0 3-3y
Le domaine d’intégration est représenté a la Fig. ?77.
1
D={(z,y) eR*: 0 <z <3, 1—§x<y<1}:{(x,y)€R2: O<y<l1, 3-3y<uz<3}
Fig. 3

D=

/01 dxﬁéu f(ac,y)der/l2 de [if(x,y)dyzﬁl dy/gj_lf(x’wdx'

Le domaine d’intégration est représenté a la Fig. 77.

1 1 1 1 1
D={(z,y) eR*: 0 <z <1, §<y<§x+§}u{(:€,y)ER2:1<x<2, 5 <y<_1=

1 1
= {(z,y) € R*: 5 <y<l 2y—1<x<§}.



Fig. 4
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Le domaine d’intégration est représenté a la Fig. ?77.

iii)

2 1
D={(z,y) eR*: -1<y<0, —“y—-<z<e'}=
e’ e
1 1 1 1
={(z,y) ER*: —— <x < -, —gx—§<y<0}u{(x,y)ER2: - <z <1, In(z) <y <0}
e e e

Fig. 5

Exercice 4.

Le volume cherché V' est donné par une intégrale triple sur le domaine représenté a la Fig. 77
ci-dessous. Observons que le domaine est défini par les inégalités suivantes :

x2+22§1, r+y+z>1, 20—2<6 et z>0.

A partir de ces contraintes (et en regardant la Fig. ?7), on trouve que les bornes de l'intégrale
triple sont

1<e<1, 0<z<VI—22 et l—x—z§y§3+g.



On a donc

2

1 m 3 1 3 11—z
:/ / 24+ =2 dzdx:/ (24 2)z + =22 dx
1o 2 1 47 1,

:/1 ((2+x>m+§<1_x2)) dx:Q/llmcier%/ (1 —2?)dz,

1

1 -1

ou la derniere égalité est justifiée par le fait que la fonction xv/1 — 22 est impaire et donc son
intégrale entre —1 et 1 est nulle.

Pour la premiere intégrale, on pose le changement de variable z = (t) = sin(¢) si bien que
¢'(t) = cos(t) et la nouvelle variable ¢ varie entre —% et 7. On trouve alors

/‘11 VI atde = /_g V1= ()2 (1) dt = /_’; cos(t)* dt

Jus
2

Wl

/ cos(t)* dt = [sin(t) cos(t)
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(1 — cos(t)?) dt

Il s’en suit que

et donc

Exercice 5.

On utilise les coordonnées cylindriques (r, ¢, 2) définies par G : D — D telle que
(2,y,2) = G(r,p,2) = (rcos(yp), rsin(p), z).

5



Le Jacobien est donc

cos(p) —rsin(p) 0
Ja(r,p,z) = det | sin(p) rcos(p) O] =r.
0 0 1

Les équations du cone 2?4+ y? = (32 — 3)2 et de la sphere 22 + ¢y + (2 — 1)? = 25 s’écrivent

en coordonnées cylindriques comme r? = (1z — 3)2 et r2+ (2 —1)2 = 25. A Tlextérieur

du cone on a alors r? > (1z — 3)2 et a lintérieur de la sphere on a 72 + (2 — 1)? < 25. En

combinant ces deux équations on obtient

1 ’ 2 L, 2 5 4
52—3 +(z—-1)<2 < ZZ —32+94+2°-224+1<25 & ZZ —52z—-15<0

& 22-42-12<0 & (24+2)(z-6)<0 & z>-2 et 2<6.

DZ{(T,%Z) t0<p<om, 3—Lta<r<\/25— (2102, —2§z§6}

et le volume est donc

6 \/256—(2—1)2 p2m
/// dxdydz:/// |Jg('r,g0,z)|drd<pdz:/ / / rdedrdz
D D —2Jz-3 0
611 25—(2—1)? 6 5
:27T/ —r? dZ:ﬂ'/ 15452 — 22 | dz
912 _3 _9 4

3
1, 1 4]° 56\ 3207
T [32—{—22 122}_2 57r( + 16 3) 5

Comme illustration, 'intersection de D avec le plan x = 0 est représentée a la Fig. 77.

\Z

Exercice 6.

La masse totale du domaine D est donnée par 'intégrale triple

[—/// plx,y,z)dxdydz.
D
6



Le domaine est donné par les inégalités

0<z <1, J;2<y§1 et y<z<1,

et I'intégrale triple peut donc étre exprimée par des intégrales itérées

1 1 1 3/2.3/2
1:/ (/ </ z7/Qey/z/dz)dy)d:c.
0 x2 y

Pour faciliter I'intégration, on change I'ordre d’intégration. Il faut donc récrire les inégalités en
changeant le sens de parcours des régions définies par les deux dernieres inégalités (cf. Fig. 77).

<y<l y<z<1

y — 2 z z=y
ye[xz,l] yelz1]

1 - 1

o [0' \/ﬂ ze [0, Y]
0 \ 0 \
0 1 X 0 1Y
Fig. 8

Les nouvelles inégalités décrivant le domaine D sont
0<z<1, 0<y<z et 0<z<\/y.

L’intégrale triple peut donc aussi étre exprimée en terme des intégrales itérées suivantes:

1 z VY
I = / (/ (/ PUCIP e daz) dy) dz .
0 0 0
On a successivement

L= 3/2,3/2 ]*=VY Loz _y3/2,3/2
I:// [27/2 eV x] . dy dz :/ / 272 Vy dydz
z= 0o Jo
3 3/2 1/2 _y3/223/2
I = 23/2 5 e dy dz

-

=¢'(y) exp(»(y))

1 y=z L Y
= / |:_23L/2 (27/2 €—y3/2z3/2>:| ds — _2/ |:Z2 e_ys/zzs/z} d»
0 3 4 =0 3 0 Y0

et donc



