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Analyse II — Corrigé de la Série 5

Exercice 1.

i) BE={x=(x1,29,...,7,) ER"n>2:2; =0,i=2,...n}, alors I'adhérence est £ = F
puisque l'ensemble est fermé, et OF = E = {(x1,0,0,...0)} parce que toute boule de
centre z = (x1,0,...,0) contient des points avec xs > 0.

i) B ={r=(x1,29,...,2,) € R", n>1:|]z|| < 2,||x —al]| >1,a € R"}, alors 'adhérence
est B = {1 = (v1,79,...,7,) € R": ||z]| < 2,||z —a|]| > 1,a € R"}. Pour la frontiere
on considere trois cas: (1) Si B(a,1) C B(0,2), alors la frontiere est 0F = {z € R" :
llz]| = 2} U{z € R" : ||z — a|| = 1}; (2) Si B(a,1) C CB(0,2), alors la frontiere est
OF ={xz € R": ||z|| = 2}; (3) Si B(a,1)N B(0,2) # 0 et B(a,1) NCB(0,2) # 0, alors la
frontiere est OF = (0B(0,2) N CB(a, 1)) U (0B(a,1) N B(0,2)).

i) B ={x = (x1,2,...,7,) € R", n>1:12, # 1}, alors 'adhérence E = R", et la frontiére
OFE ={x€R":2y, =1} =CE.

Exercice 2. Le seul sous-ensemble compact est ¢). En particulier, a) et b) ne sont pas fermés;
et d) n’est pas borné.

Exercice 3.

i) ¢). Le sous-ensemble A = {(z,y) € R? : /(z+y)2—5(x+y)+6 < 2} nest ni
ouvert ni fermé. On a les conditions: (z +y)* — 5(x +y) + 6 > 0 (pour que la racine
carrée existe) et (z + y)? — 5(x +y) + 6 < 2. La premiere condition est équivalent &
(x+y) <2ou (z+y) > 3. La deuxieme condition est équivalent a 1 < (x+y) < 4. Alors
le sous-ensemble A = {(z,y) € R? : 1<z +y<2}U{(z,y) eR? : 3<z+y <4}, ce
qui n’est pas un sous-ensemble ouvert, ni fermé.

i) a). Le sous-ensemble S = {(z,y) € R? : = >0, z < y < 2} est ouvert. Pour z > 0
on a r < 2 si est seulement si 1 < x Donc le sous-ensemble S = {(z,y) € R* : 1<
x <y < x?} contient tout les points (z,y) strictement entre la droite y = x et la courbe
y = 2% pour tout z > 1. C’est un sous-ensemble ouvert de R2.

Exercice 4.

i) ECF = ECF. Faux. -
Contre-exemple: F =]0,1] € R et F' =]0,1[€ R. Alors £ = F' = [0, 1], mais F ¢ F'.

i) ECF = E\ACUF\A Vrai.
Soit x € E'\ A. Cest équivalent a x € E et x € CA, ou C'A est le complémentaire de A.
Puisque E C F, cela implique que = € F et x € C'A, ce qui est équivalent a = € F'\ A.



iii)

i)

ECF = A\F CA\E. Vrai.

Soit z € A\ F. C’est équivalent & z € A et € CF. La proposition z € CF implique
que z € C'E, puisque si ¢ € F, alors x € F, contradiction. Donc z € CFE et x € A, ce
qui est équivalent a z € A\ E.

OF C OF — FE C F. Faux.

Contre-exemple: soit £ = {x € R" 1z < 1}, et F={z € R", : 0 <z < 1}. Alors
OF ={z e R" 127 =1} et OF ={x € R* : 2y =0}U{z € R" : 2 = 1}, donc
OF C OF, mais E ¢ F. Par exemple, le point (—5,0,0...0) € E et (=5,0,0...0) ¢ F.
Un autre contre-exemple: Soit F' = C'E. Alors puisque la définition de la frontiére est
symétrique par rapport & E et CE, on a OF = 0CE. Mais E ¢ CE, en fait ENCE = ().

Exercice 5.

Les lignes hachurées sont les images des axes = et y par la fonction f. Soit V(f) I'image de
f(xay)a ol (:U7y) € [_17 1]

i)

V() ={1}

fx,yy=1




Vi)

Exercice 6.

* =3y 4-3 1

) O li = S
0 B ey +2y?  2+2 4

it) Désignons par f(x,y) I'expression dont on cherche la limite. Alors
) 1 2 3 . 1
S0 =57 =0

ce qui implique que  lim  f(x,y) n’existe pas.
(z,y)—(0,0)
x = rcos(p)

. . Ainsi 22+ y? =r? et donc
y = rsin(y)

i11) On utilise les coordonnées polaires: {

sin(r?)

lim f(z,y) =lim =1 (Fig. 1).

(z,y)—(0,0) I



Fig. 1: La limite est représentée par le point noir.

Exercice 7.
i) Soit {a,} = {(2,0)} et {b,} = {(%,2)}. Alors on a

_ .0 . _ . 5-3 2
L Sl = =0 # B )=l Ty T e
o vy? —yr?
Donc la limite lim, ,)—(0,0) W n’existe pas.
it) Soit {@,} = {(£,0)} et {b,} = {(2,1)}. Alors on a
z _ 0
)=l =0 # Sl = 5 =0
o r—y ., .
Donc la limite lim, ) (0,0) R n’existe pas.
iti) Soit {a,} = {(£,0)} et {b,} = {(%,1)}. Alors on a
limf(d)—limo—o # lim f(b,) = lim w =1
n—00 " n—00 # n—00 " n—00 # (1 + #)3/2 ’
o zy° .
Donc la limite lim g, ) (0,0) W n’existe pas.
T Y
w) Soit {a,} = {(2,0)} et {b,} = {(0,+)}. Alors on a
1 _ _1
lim f(@,) = lim 2 =1 # lim f(b,) = lim — = —1
n—00 n—00 v n—00 n—00 2

ot — g2
Donc la limite lim g, ) (0,0) P n’existe pas.
oy Yy



