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Analyse IT — Commentaire Série 6

Exercice 7. (Démonstrations en Analyse II: propriétés des fonctions continues)
Théoreme: Une fonction continue sur un ensemble compact atteint son minimum et son maxi-
mum. Refaire la démonstration de ce théoreme du cours suivant les étapes données.

i)

i)

iii)

iv)

i)

Démontrer que si un sous-ensemble S C R n’est pas borné alors il existe une suite {u} C
S telle que |ug| > k pour tout k naturel positif. La définition d’une sous-ensemble F C R
borné: il existe M > 0 tel que pour tout x € F, |x| < M. La négation de cette proposition
est: S C R n'est pas borné < pour tout M > 0 il existe x € F : |x| > M. En particuliére,
pour tout k naturel positif, il existe uy € S : |uy| > k.

Utiliser (z) pour démontrer par absurde que si E C R™ est compact et f : E — R est
continue, alors f(E) C R est un ensemble borné. Voir la démonstration ci-dessous.

Soit P C R un sous-ensemble borné. Utiliser la définition du supremum et de 'infimum
de P (voir Analyse I) pour construire deux suites {x;} C P et {yx} C P telles que
klim xj, = inf(P) et klim yr = sup(P). M est le supremum d’un sous-ensemble P C R si
—00 —00

est seulement si (1) x < M pour tout x € P, et (2) pour tout € > 0 il existe y € P tel

que M —y < e. Alors si M = sup(P), pour tout k naturel positif il existe y € P tel que
M — y, < 1/k. Fvidemment la suite {yx} C P et klim Yy = M.
—00

Utiliser (iii) en cas P = f(E) pour montrer qu’il existe deux suites {ax} C E,{by} C E
telles que klim f(ar) = inf(f(E)) et klim f(br) = sup(f(E)). Voir la démonstration ci-
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dessous.

Les suites {ay} et {by} sont-elles nécessairement convergentes?! Utiliser la propriété du
sous-ensemble compact £/ C R"™ pour démontrer 'existence des sous-suites convergentes
dans {a} et {by}. Soient @,b € R™ leurs limites respectives. Les suites {ay} et {b}
ne sont pas mécessairement convergentes. Contre-ezemple: Soit E = B(0,10) C R?
la boule fermé (compacte), et f : E — R la fonction continue donnée par la formule
f(z,y) = cos(z® +y). On asup(f(E)) = 1. Considérons la suite {b} C E, ot b, =

(0, 745 + (14 (=1)")7). Alors by, = (0,1), (0,5 + 27),(0, %), (0, § + 27),... et on obtient
lim f(b) = li 0+L+(1+(—1)’“) = li LI
Jimn £(50) = Jim cos (0 =5 ) =l eon (75 -

Clairement la suite {by} est divergente. La sous-suite d’éléments pairs (ou impairs) est
convergente. Puisque le sous-ensemble E est compact, les suites {ax} et {by} sont bornées.
Donc par Bolzano-Weierstrass il existent des sous-suites convergentes {ay,} et {by,}.

Démontrer que si £ C R" est compact, alors @, b construits dans (v) appartiennent a E.
Utiliser la propriété de la fonction continue f pour démontrer que f(a) = inf(f(E)) et
f(b) =sup(f(F)). Voir la démonstration ci-dessous.

!Essayer de trouver un contre-exemple
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