
Rappel : Fonctions reelles de plusieurs variables reilles .
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Def. Soit ECIR" sour-ensemble non-vide
,
n21
.

Une fonction f:E -> IR
est une application qui envoie chaguepointX= (x, ... Xn)CE dans IR.

E est le domaine de definition de F, et f(E)c est bensemble image
.

53 .

2. Limites et continuit.

Def Une function definie au voisinage de X. (maispas necessairement en Xo)
15530 : B(0 ,

5) < EUSES] admet pour limits le nombre real &

Corsque tend vers to si pour
fout 210750 tel que

pour
fout XCE et OCIX-Yolk8 ,

on a If(x-1/ * E.
Notation: f(x)=

Def: Soito Eu pint interieurdeE.
Alors f E- estonea

en X=
o
<=>
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Ex1
. f(x, y) =X+2y Soit (o

, yol ERR ? Alors tim (x + 2)) = Xo + 240
(X
,y) - (Xo,Y)

Soit 930
. If(x,y) - f(x, yo)) = ((x +2-) - (xo+2y)) (x -Xo) + 2(y -yo)
T+ =3353
- >

2(x -Xo on choisit
#Andy-yo O

=> par
la definition de la limite him (x +2y) = Xo + 2%.X ,

%IR?
(x,y) + (xo

,/)

=> la fonction f(x, y) = X+2 x est continue er 113?.



Ex2
. f(x ,y) = XY Soit(o

,yoleR ? Alors limXy = X:% X(xytR2-99-
J: IR-IR

(X,y)- (Xo, Yo)

Demi Si Xo = 0 => exercise. Supposons que Xo + 0
.

Soit is p
- XoY+XoY A

If(x, y) - f(x, yo)) = (xy - XoY) = ((x -Xo)y + Xo(y- yo))[(X - Xo) . (y) + (y- yo · (o)

ly-yol · Id =NET (0#0
m
8 on vent onchoisit

y
on vent

it
t

choisit1=)

=> par
la dif de la limite lim xy = Xo Yo(x

,x)- (Xo
,
Yo)

ConclusionLes functions f(x, y) = x +2x et fix,y) = X- y cont continues our IR?



Caracterisation de la limite a partir des suites convergentes .
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"Thm
.

Une fonction f: E-RR definie au voisinage de To admetpour limite LEIR

Corsque X- To #L pour
toute suite dietements [m] de [*E : ***o],

qui converge vers Fo
,

la suite (flar] converge vers
C.

(imf() =1) (lmf)= pr toutesuited
P Q B

Demi (= ) D = Q ...

timf(x)=es0
:: - *l= (f() - 111E Af

mmmeo -
#

Si on a Gr] :Liman= pour05:-FolIf-e
=hmf(

(= ) par contrapose : - P= -Q

Supposons quemf(x) + => 530 :50 :F : // To-Toll 5 et/f(x:)-11 > E.

On peat choisir J=t keN
*
=JXE : /X-Yoll-et If-lk E.

=> on obtient la suite [ :him k=o
,

mais-le

=>hmf( #



Operations algebriques sur les limites.
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Scient fig deux fonctions : Eph-IR telles que limf(x) = C, etlig=
Alors :

(1)Lim (fg() = clitbl

(2)Lim (fg)(x) = bile a
a partir des suites.

(3) Si l + 0 , alorsim (g)()= S par
la caracterisation

Conclusions Yous le polynomes en plusieurs variable
et toutes le fonctions

rationnelles sont continues sur leur domaines de difinition .

Remarque. La caracterisation de la limite apartir des suites convergentes
est pratique pour montrer qu'une function n'admet pas de limite en To ER

Il suffit de trouver deux sites Get 43 telles queliment

SvEr3cE , maislimf(af



Ex
.

1 f:-R (lxy = 33
: (x

,y + 100

limf(x,y)=
+02-

8 si(x ,y) = 10, 0)

Soitn = ( *) + (0, 0) =limf) =h =
En = (0) -- (0 ,0) =limf(r)=
=> Par la caracterisation a partir des mites

him f(x, y) nexiste pas" f(x,y)=
(x
, y) - (8, 0)

2 = (b) = f() =-

dr = (, ) =linf() =
S



PropositionVersion du critire le long disne course.
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Soit DCR
, f: D - R define au voisiage de XoEIR" Alorshf(x=

s : et seulement si pour
toute course
-

(=) Functioncondretella

Ex1..Demon all
S th8 si(x,y) = 10, 0) Em f(t, 0 =Sm = 0.

Remarque. On ne peut pas calculer la limite drune fonction de plusieurs
variables en faisant de maniere consecutive par rapport

a chaque variable.

Ex
.

1 f:R-R ((xiy = 3 *
Si (x

,y) + 10,0

8 si(x,y) = 10, 0)
-0

Soitx0lim) 3 mais him(x
,y) +(X0

,yo)

Soityo =lim0 =(h)= = 0 nexiste pus.
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Ex2
. fly = C (,y + 10, 01

(x, y) = 10, 0)

ri(t) = (t , 0) Em()=
82(t) = (0 , t) Ein (()= f(x,y)=

timf((H) =lim
X = lim f(x ,Y)

(x
,y)- (0,0

hmf(r(t) =im
=- 1

n'existe pas
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Ex 3
. f :-> IR,

f(x,y) = &(, Y) + 100
I 0 (x ,y) = (0, 0)

W. (t) = (t ,
0) =m() = 0 ,m = 0

82(t) = (0 ,
-t) = (t) =0 ,m = 0

Walt) = (tit) =ms(t) = 0 ,hmE = 0

hypothese :
Lim f(x,x) = 0

(x
, y) -10, 0)



Methode de changement de variablepo106-

Alors My=
Lim f(rcY,4) =

u
=Y+14) = r(cos+sil Y= 4(r) est une fonction

inconnue de 5.

him(0f(x, y =Em P(r , 4)

him 14 (0 . 4)) = Limit (10334+ 1 :34)) = 0
f(x,y)=

r => 0 r 0 Dire= 2
=> him f(x , y) = 0 . limf
(x,y)-(0, 0

Cette mithode est efficace pour montrer
l'existence des limiteshim 10 f(x, Y)
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Dem : Soit (u] E une suite convergente , lim =To

Alors (1) =>lim far=m gla = l (caracterisation a partir de sile
& gendarmes

(2) Jkoe/ : llr-Xoldkzko = flan)hr) =gln) =>
pour les wite

=> Flimh(r) ==> par la caracterisation a partir de wite,a
quisque [x] est une wite arbitraire convergente vers Xo

,

=> limh(x) = L
*=Yo #I



En particulier, critere de 2 gendarmes en coordennes polaires .
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Proposition. Soit DCIR2
,
f:D - IR difine au voisinage de (xoiY) EIR

Alors lim
#x (x0

.%)
f(x,y) = 1 siet seulement si

5 830 et 4 : J0, 5/-R : (1) FYE 10
,
2)
,
frej0

,
5) => If (xo+cesY,yotreny)-ll < 4(r) .

(2)imp+ ↑(r) = 0

Ex5
. f(xy = Sy,

+100 Efy =?
&
0 autrement

-(rcosY, rsin4)=YoY
-1

If(rY , rsinG)-0l=y - = Y = P(r)

hm P(r) = 0 =par le 2 gendarmes en corctonnes polaires

ou f(xiY = 0 .



Question 7
. f(x) =S,O g(x,y =S ,

(0
-89-

,
autrement

,

autrement

Alors :
f(x ,y)

A limf(x,x = 0 ethm g(xy =2(x
, y)- (0, 0)

B
. Rmfx = O ethmgxy

C
.

Limfixix) n'existe
pas ethm g(xiy) nexistait

(x
, y)- (0, 0)

D.R = 0 ethm g(xy) nexiste ,is
g(x ,y)

E.hmf nexiste pas ethmgx
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(i) FlicsY, rsinY) = 1 emPos4)(racosY+ sin(rasin-Y)
[r21/rsin2y/ar2

If(riYrsm-0co+my))2

lim 2u = 0 = him f(x,y) = 0.
r -> 8 (x

, y)- 10,0)

-(2) g(rcY ,
NamY) = recoytMy Tricy)to

peutetre = 0
.

le long des courbes : 8. (t) = (0.+ (0· 4)
,
82 (H = (t, 0)Es (0. 0 :

In g(0 ,
+) = him=

en g(t , ) =Im= 3 =>Gmg(xy nexistasis


