
Rappel: Sous-ensembles ouverts et form's dans IR" .
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Def : ECIR"est ouvertt (1) E = 0

I(2) E +* et pour chaquepoint Eil existe 20 tel
que

B(X
,
5) CE
<,ph

Def : ECR est formet son complimentaire CE = EXEIR" : XE] est ouvert.

32 .
3. L'adherance et la frontiere din sous-ensemble de IR".

Def. (Adhirance) Soit E CIR" sous-ensemble non-vide. Alors l'intersection

de tous les sous-enembles forms contenantE est appelce l'adherance de E.

#otation : E est l'adherence de Edans IR" .

Remarque .

ECIR" est ferme <=> E =E (par def)

Def. ECIR" non-vide
.
EFIR". Un point XERR" est un point

de frontiers de E si toute boule ouverte de centre x contient au moins

un point de E et au moins unpoint de CE.

L'ensemble des points frontieres de E est la frontiere det Notation : &E
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Ex1
.

E = Exer" : x0
,

i = 1 ... n] = GE=Exer" : Ji : x: =0&Xj20 itj
E = [XER" : X: = 0 , i = 1

... n3 /
Soit ECIR" non-vide . Alors : = X

(1) DENE = ① (par diff X,

EUDE = E(EVOE estform ,
et EcEUDE)

minimalferre
Enterieur deE

13) JE = ELE = EXCE = &E est forme.

(4)(0 = 0
,

&" = Q

Pourquoi fact it distinguer entre les sons- ensembles ouverts
etformis dans IR?

La topologie de IR"est live auxproprietes des limites des suites d'clements de IR" .



52 .

4. Suites d'clements de IR" et la topologie de IR" .
- 85-

Def Une suite diclements de IR" est une application f: /N--IR
fib -> Xv = (X(n

,
X2 .

... Xn) ER"

& Xubo est une wite d'elements de IR

Def. GXr300 est convergente et admetpour limite * EIR"si
pour

fout 230 JkotI:kzko
,

11 *-* I * E

kne,)kzko).
Notation : limk =* F

Tz
&Remarque .

X = (X, ... Xu)
,
Xx = (X, k . ...

Xnk),= -

() lmXjn = X; pour foutj = .... n =>

*.Ya [T]

# I
Si /I** -F /1 = E = chaque IXjk-Xj) =E
=

[Ejj =-n SiXin-X1Ej => /I * -** E



Propriates : (1) La limite disne suite EXX3 , si elle existe, est unique
.
-

(2) Toute suite convergente [* ] est forme.
JM > 0 :

(*- est continue dans une boul forms BTO, M)
lim[n = => JkotIN : FkzkollX-YrILE

*
-

/BT, e)-

= [Xko
. ...

. ] CB(X
,
E) .

Xkot
G ,

X .

.

..o USE ,
=ko3 = Gre

M = max&I: /
,

: = 0
... ko-

,
11 *1l+ 2) M

=> EXYnen < B(o
,
M)

(3)hm Bolzano -Neierstrass :

-

⑮
De toute suite bornie [X3 CIR"
on peetextraireunssous-suite convergea
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thm:usous-ensemble non-vide ECI"estform) <E
P

~cite [*] E delements de E
qui

converge

,
a

pour
limite un elementde )

Dim : =) par absurde
Pet-Q => absurde.

Soit X = En .

XnEFkeN
· Supposonspar absurde ge

,

Eme
=> XECE on CE est ouvert dans IR"

=> 7530 : B(x
,
5) < CE = GYrEveN31B(x

,
5) =0

D'autre cate
, EXK = X = Zkoe:kako

,
FreeBrea

E) par contraposes : - P = -Q. Q => P

Supposons que E Nestpas forme.
&E n'estpas ouvert

.

=> JyeCE : FreIt Bly,REFO =JyEBly, El telqueTucE
=> on a obtenu wine wite Even E ,

et &Tr =YeCEYEE.
=LQ

.

Alors Q = P
. I



Remarque. Pour construire ladherance E d'un sousensemble non vide ECI,
88-

il faut et il sufit d'ajunter les limites de toutes sustes convergentes diclements de E.

[Voir DZ $13
.
3

.

15].

Def. Un sous-ensemble non-vide doRest compact sil est forms et forms
Ex1 . Boul forme,) = [YER" : 11x-y1128]

BCo,1 + of Corne = compact

Ex2
.

E = GER" : n22, X, = 03-ferme, mais non borne

San = (0, K, 0. ... ) Sket les normes /Gall =ke
EE => Eriest

pas
borne E

X
,

=> En'est pas compact .
Ex3

.

B(x, 8) n'est
pas compact : net pas ferme
mais borne : B(x

,
b)

, 1151+ 5).



Thm (Heine-Borel-Lebesque) Un sous-ensemble non-vide ECR"estcompact
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de tout reconvrement de Epar des sous-enembles ouverts dans I

CECAi , AiCR" ouverts , fill-un recouvrement de E)
on peut extraire une famille finie d'ensembles

que forment un recouvrement de E.

&

IECYAi AicR" ouverte = FSAj : ECA))
↑peut etre innombrable !

EcUAi
iE]⑧ ECA

# in fini d'ensembles #fini d'ensembles
Ne marche

pas s : E n'est pas compact !!
Ex1 Une droife dans IR" n = 2 est ferme, pas forme => pas compact
EcUB(n

, 3)
neZ

--------

+ 0133
....

E CR
on ne peut pas jeter un seul disque on nepeutpas choisir de sous-recouvrementfini

S



Ex2 Intervalle onvert E = 30
, 1/CIR n'est pas forms =

-90-

n'est
pas compact
.

3 [
O 1 on ne peut pas choisir un

Ec UJO, / sons-recourrementfini.iEN



Exemples des sous-ensembles dans IR : ouvert
, forme, ni ourest ni forme

-91 -

Ex1
. A = ((x

,y) = 12 : In (sin(y- x)) = 03

Insin(x-x) est bien definit son(y-x) > 0
3

() y
- Xt]2πk

,

i + 2πk)
,

ke

Lit

Lik < y-X >+ 25k
,
keZ

T

() 2πk + X <y <X + i+ 25k ,

ke]

2n(1m(y - x)) = 0 = > sm(y - x) = 1
toujours vrai ! -T

=> A =((x,y)t(R" : 25k +x(yxX+T+2nk
,
ke23

= A est ouvert
, non Corne.

- 2π



Question G S = ((x , y) EIR2 : [enT < 13
-92 -

Alors S est
(1) (ux = X > 0

A compact (2) Soit y = 0 = (y = 0, x0ES
B. ouvert et borne Aussi(X = 1 , y EIR] ES
⑳ niouvert

, niferme et nonborne (3) Soit y > 0 => ylaxz0 = luxz
D

. ferme et non borne X71

E. ouvert et non borne y lux 1 = yenx

F
.

ni ouvert
,

ni ferme et Corne
20

,
x1

, /zenx]CS
(4) Soit y10 =>ylux0 = enx = 0

0(X = I
yeux (1 = >yenx

Enx
Gy10 , 0x1 - Yenx]S

·... ni ouvert
,
ni forme et non forme.

"



Chapitre 3. Functions reilles de plusieurs variables reilles :
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limites et continuit.

53 .

1

. Definitions et exemples.

53 .

2. Limites et continuit.

53 .
3. Maximum et minimum d'une fonction continue sur un compact.
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1

. Definitions et exemples.
-94 -

Def. Soit ECIR" sour-ensemble non-vide
,
n21
.

Une fonction f:E -> IR
est une application qui envoie chaguepointX= (x, ... Xn)CE dans IR.

E est le domaine de definition de F, et f(E)c est bensemble image
.

Ex1 flxy =My E = <(x
, y) <R2 : x +y213

z = N-(x) disque de rayon 1 et centre (0, 0).

#
/z

= F(xi))

[201-(x
+ yz) [22 = 1

=> l'hemisphere de
rayon 1

et de centre (0
,

0
,
0) ER
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Ex 2
. f(x, y) = 2x + 1

Z

z = 2x + / -jz
=2x+ /

z = 2x + 1
Dz

X

My

Ex 3
. f(x iy = ax +by +c : 9

,
b
,
c

,

E= IR2 X= -z, z = 0 - ↑ z = 0
Comment visualiser cette fonction? Y
Soitc = 0. Considerons f(x,y) = ax+by : Graphique F= &(x,xz)EIR": ax+by = z) =
= ((x,y, z) ((r3 : ax+by- z = 0) = G(x,y, z)( IR : ((x,y, z)

,
(a
,
6
,

-1)) = 03
= le plan orthogonal a = (a

,

8
.
-1) et contenant (0

,
0
. 0).

/
= x- 34+1

So it celR arbitraire. Il fant monter le plan
par a units le long de l'axs z

pour offerir le graphique de f(x,y) =ax + by + C
z = ax+by + c : le plan + n = (a, b , - 1) ↓

qui contient 10, 0, c). n = (1
,
- 3

, -1)
↑
z = p

Siz = o => y = 5x+ .



Dif. Soit f : E-s(Retcef(E). Alors Nfl = [ *E : f(x) = c]cE
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est appele tensemble de niveau de f pour ceIR

Ex4
. f(x, y) = Sin(x

+

+y) : E = IR" E = S-31x
,y 23]

f(E) = (- 1 , 1] -

Nf(1) = ((x ,y)E(R2 : sin(x+y) = 1) = - I
=((x

,
y) +(2 : xz+ y = + 2kπ

,
k =2]

=((x,y)E(2 : y = -X + + 2kπ
,

k = 2)
f(x,y) = Sin(x+y)

E

Nf(1) E= G-52x15
,

-8228)
#z

·t- ↳


