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$2 .

1

. IR" est un espace
vectorial norme.

Def IR" est un ensemble de tous les n-tuples ordonnes de nombres reels.

X = (x
, ... Xn) = (Y) XER" un point (element) I = (x

, . . . x)
IR" est musi des 2 operations
( + : x = (x..... xa)

,
y = (i . ya)= +y(x

,
+ y ....

xn +yn)
12) multiplication par un nombre real XERR

X = (x
... .. Xn) = X - x(xx

, xxc .. xXn)
.

les operations satisfont les proprietes :

(x
, x2)x = X

,
(x2x) = x(

,
x) FXERyERR IR3

1 . x = 7S (x ,
+(z)x = x

,
x +ye FX ,, EIR "

↑ (x + y) = xx + x7
X

,y Er
1 X+ Y

Un base : Si = 10 ,
0....... 03E

Fi = 1
... n

-Y
X = [xii = (X

,
Xz

.

...

Xn)



Alers X =Exili = (X, .... Xn) .
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On introduct le product scalaire dans IR" :

Def ( *, y) difEXiX: = X
, Y+ XeYzt ... XuYn ,

et la norme enclidienne

Dif I * I * ((*,* )) * = (i) * => Rest un espace rectorial norme.

Proprietes de la norme eucidienne :

() 11x 11z0 et 11x /1 = 0 => = 10
,
0

.
.. 0

(2) EIR"
,

XER = /x . x1l = (x1 . 11*) X= (X.... Xn) EIR
*

y = (y... yn)R(3) Cauchy-Schwartz : ((X, ])/ * I . 111 -

Voirla dimonstration our Moodle.

(4) Inegalite triangulaire :X,Y =" => (1*+y 11 * /I*11 + 11 y11 .

(3) = (4)((x+ T(R = (x
, x) + 2(x, y) + <Y ,Y)
Il N Cauchy-Schwartz

(1)*II + 11y(1) = (*,* ) + 21(x1) . 11 y1) + (y ,Y)
=>11* (1+ 11 yl) = 11x +y1) .

15) Une autre inegalite triangulaire : 11X-T11zI11X11-171/
(4) => (5) Exercise

·

Astace : Cours 3
,
demonstration

par disjunction des car.

(x -y| z((x)- |y|| (*|= 1(x - y) +y
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Def. L'expression11X-YII = d(X,y) est appelle la distance entre x ety dans
IR"

Alors : (1) d(x,y) = d(y, x)

(2)d(x,y) = 0 X=

(3) d(x, y) = d(x ,z) +d(E
,Y) +Y

,YizEIRY

llX-yll = llx -z + z -ylltllX- Ell +11-yl) triangulaire.
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2. Sous-ensembles ouverts et fermes de IR"
B(x

,
j)

Def. Pour tout * /"et tout nombre reel 50
,

soit

B (x
,
5) = SYEIR" : 11x-y1k 53·

Alors B(x
.
o CIR"est

appele la boul ouverte de centre et
rayon

8. ·dif
Dif. ECIRest ouvert= (1) E = 0

I 12) E + 0 et pour fout XEEil existe 50 tel que B(x ,
5) CE

Ex Boule ouverte dane IR B(x
,
8) = GyE : (x - y 53 = Jx- 5,

x+5(

intervalle ouvert

** Geo

Dif
.

Soit ECR"non-vide
.

Alors * E est un point interieur de E
s'il existe 530 tel que

B(X
, otCE .

L'ensemble des points interieurs
est appele l'intericure de E

.

Notation : E.
Clairement

,
ECE

Soit ECIR" non vide
.
Hers ECR"est ouvert <=> E =E



Ex1. La boule ouverle B(x
,
5) = ETER" : /x-y1125] est un sous-ensemble ouvert

.
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Soit Y = B(x ,
5) Alors 8

. = (0-1(x-y(1) > 0

=> B(y ,
d

, ) < B(x
,
d) Brit

=> B(X
, 5) <IR"est un sous-enemble ouvert de IR"

*
AYEIR"

,

FEO
.

Ex2
.

E = Exe" : x: 0 fi = 1 ... n]
at un sous-enemble ouvert de IR"

Soit YeE = Bly , Emin(y:) <E "I1
.

/11
T = (y, yz ... yn) min coordonne dans la boule

IRR
Yj-Emin(y:) O

Ex 3
.
0 et R"CR" sont des sons-ensembles ouverts
E

onvert
par def

Y
ye = B(y

,d)C750 .



Ex4
. Soit n22 E = SFERR" : x

,
= 0

,

x:0
,

: = 2
...n3cIR"
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Soit y = 10
, y

*

Yo....
)EE Alors pour fout 5 0 "

(
,
42

, %3 .... )E B(y, 5) &E X2

*E
=> E n'est

pas ouvert dan IR"
X ,

Propriates (1) Toute reunionE: des sous- ensembles ouverts est un sore-ensemble

onvert .
* E E = F j: XcEj Ejestouert

= 750 : B(x
, 5) Ej

=> B(x
, d) VEi

iEI

(2) Toute intersection finie Es des sous-ensembles onvers est ven sous-ensemble

ouvert
:E :

= Fj * Ej ouvert =750 : B(x
, 5)<E,

=> Bl
, mind)Efj Ble,min)Ei =E .

Remarque· Intersection infinie des sous-ensemble ouverte de IR" n'est
par forcement

onvert

B(,E ) = 5) CR n'est
pas ouvert

·



Def .

Soit E < I"un sous-ensemble
.

Alors Eest forms dans IR"
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si son complimentaire CEd/*ER" : **E] = R * Eest ouvert.

Ex1
.

(B(x
,
5) = ECR'est forme : E = LyeIR" : 11 x-y11 = 5]

CB(x
, d)

puisque ((CB(X,) = B(X
,
5) est ouvert ·

*

Ex2
. E = [*] cR" est ferme

T
CE = SYEIR" : 11y- * 11 > 03

/12
FiTECE la boule B (T , Illy- * 1) <CE

Ex3
. E = [XER" : X

,
= 0) est ferme XCE

CE-5]cR" : y+ 0) est Ouvert : FeeCE

Applyz
,
70 = B(E

,
Elz , 1)



Ex4
. E = (xcIR" : x,

= 0
,
x:0

,

i = 2
...

n 3
,

n22 E
E = <X : x,

= 03195: x23031
...
195 : X1303

CE = [: X , +0 US: x20] U .. V9X : Xn = 02 III
Y = (0

,
0

,
%30 ... Yn > 0) ECE
j

Pour 500
, Bly , 8) contient I

p = 10
,
E

,
43, %Y

,
... /n)E = PACE Fas

So do so

=> CE n'est pas
ouvert => En'est pas forme
E ni ouvert

,
ni ferme

Exercis. E = Jo
,
1] <I

(17780
,
B(1

,
5) = 31-5.

1+5SKE = ECIR net pas
onvert.

(2) CE = 3 - 0
,
0) US1

,
8/CR ; OECE mais #8 x0 Blo

,
5) = ]-g5[kCE

=> CE n'estpas ouvert = Eniest pas forms .
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Ex5 D et RR" sont formi : 20 = IR" ouvert

CIR" = 0 ouvert

Les reuls sous-ensembles de R formes et ouverts a la fois sont Det IR
[DZ]

Propriate des sous-ensembles formes .

(1) E: Toute intersection des sous-enembles formes est un sous-ensemble

ferme
ICE= CEi est ouvert).

(2) E: Toute reunion fine de roue-ensembles form's est sin sons-ensemble

ICE=CE; est ouvert) .

ferme



Question 5 Soient ActB dux som-enembles ouverts non-vides de IR" -77-

Soit A-B = [XIR" : XCA et X &BY non-ride

# ALB peut etie ouvert, forme ,

ou nicuert ni forme

B. AlB est soit ouvert, soit ferme

C .

ALB ne peutpas etre ouvert

D. A 1B ne peut pas etre forms
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Centre exemple pour C : A = B(Y
, 1) B =B(0 , 1) B

y = (3
,
0,
0
...0 A

ALB = A est ouvert &

Centre-exemple pour D : A = B(0
,
2) B = CBTO

AlB=1) est forme
ouvert *EE" : 11*11 = 13

boule forme

Contoe-exemple pour B : A = B(
,
2)

,
B = B(0

,
1)

AlB

=> AlB = [FER" : 12 (* / < 2] Y
hi ouvert ni forme /I



Ex5 A = S(x ,yeR" : tan(x +y) = 1) " tant-79-

A ouvert
, forme ,

ni ouvert ni ferme ?

· Antentant existe => t J-tin, tik[Kel

tant = 1 = te[/ FrEY i
X +ye[ + F

,
E +k) In

↑ #+π
↑

#+ +k -X + y LE + Tk
,
kEZ

#
f ↑

I+π
↑

↑

#k-X ya E +Tk -X Vi V
A est ni Ouvert

,
ni ferme r

(1) A n'est
pas ouvert : (x ,Y) = (0, ) =PEA "~

#50 B(5
,
5) content (0. -E) -A. ↑

-T(2) A niest pas forme : (x
,y) = (0

, E) =

g = CA
#"

F5z B(gi5) contient (0,-5) A = (0,-CA III
,

=> CA niest
pas

ouvert => A n'est pas forme.



Methodes de demonstration.
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Methode G. Demonstration par le principe des
tiroirs

Principe destiroirs. Si (n + 1) objects sont places dans n tiroirs,
alors an moins un tiroir contient 2 objets ou plus.
1error ~

--
4 firoirs 5 objets .

Plus generalement. Si n objets sont places dans ktiroirs
,

alors

= mindme/N: m2] objects ,

on plusan moins un tiroir contient I
function plafond

Ex1
.

Soient [a, ... anYnzz des nombres entiers
.

Alors il existe
2 d'entre eux tels que

leur difference est divisiblepar n-1
Dem : Soient

.... In les resta de division de a
.... an par (n-1)

Alors r
.

.

.

in = 50
,

1
,

2
..

n-23. Par le principe
de tiroirs it existe

2 = (i) rests qui sont les mires => ri = +j = (a : -aj) est divisiblepar n-1

El



Ex2 . Soit A = Sa, ...
an +] un ensemble des nombres naturels distincts
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tels que
11 : 1 2n Fir1 .......

n + 1

Alors il existe deux nombres dans A dont la somme est 2n + 1
.

Demi Miroirs
: Eth.ty n tiroirs

,

la comme dans chacur
est = 2n+

1

.

On fire (n + 1) nombres arbitraivement den tiroirs => au moins 2=)
nombres sont fire du meme tiroir la comme de ces

deux nembres fires du mine tiroir est = 2n +1

#A


