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Rappel : Equations differentielles linaires du seconde ordre (EDL2).
(1) y "(x) + p(x)y'(x) + q(x)y(x) = f(x) p ,9.% : I -Ifonctions continues

(2) EDL2 homogene :
Y"(x) +p(x)y((x) + q(x)y(x) = 0 p,g : I-IR fonctions continues

(3) EDL2 a coefficients constants :
y"(x) +py() + gy(x) = f(x) p,gEIR , f: I-IR fonction

continue.

(4) EDLI homogine a coefficients constants :
y"(x +py() +gy(x) = 0 p,gEIR .

La solution generale pour (4) : X +px + q = 0= a
,
6 = 3 car = solution generale

Pour (2) si 2,(x) est une solution et v, ()F0ur [= (x) = U,()
est une solution linexirement independante ,

on P(x) = Spixidx estume primitive
Aujourd'hui : Solution ginerale de (2)

Methodes de solution de (1)



Caracterisation des 2 solutions de (2) linairement independantes
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Def Si v, 5 : I + R deux fonctions drivable sur ICI
alors la fonction [IV .U] : I -> IR definit par
Wir) = def (e) = vx-Exwe

est appelse l Wronskien de 2 et 22.

Ex1
. y" - Gy+y = 0 => X - 6x + 9 = 0 equa caracteristique => 1

, 2

= 3
= (x - 3)2

= v(x) = C, "+ Cx on C
,GER la solution generale ,

XEIR

xe3xWexe) =

deteexe) =ex ↑

Observation : ex = /exe **] + O our R 2.Exercice : u
, (x) = 23x , uc(x) = xl3x- 223x -> calcular W(2,(, M2(x)]

W(n,
(x)

,
y -() = det(3) =53



Proposition . Soient v
..
02 : I-RR deux solutions do l'equation y"(x) +p(x(y'(x) +g(x)y(x) =0.
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Alors
:xetve(x)sont linecivement independantes*+2. ](x) + 0 ExI

P <=> Q

Dem : Par contrapose : -P= 1Q et -Q = - P

( - P = -Q Le solution sont lineairement dependantes = sans porte degenerality
il existe CEIR tel que v2(x) = cr, (x) Exe I

Alors on a: (2 ] ( = def ((x)
(2

, (4)

AXEIvi(x) <rY (x)) = cer,(x)ei(x) -Cr, (x)v,(x) = 0
=>I

,
](x) = 0 Ex =I #

(2) - Q =- P
. Supposons qu'il existe xotI : [NI.2] (x0) = 0.

=> det ( ) = 0 = i existe unvecteur nonn (Etea
av

, (Xo) +bUz(x) = 0(() = (8) = (avi(x) +bv(x) = 0
Soit v(x) = an +Se(x) .

Alors v() est une solution de l'EDL2 homogine.
et de plus v(X0) = 0 et V'(X0) = 0. Par le theorie de l'existence etuncite

disne solution de l'EDL2 homogene satisfaisant les conditions initiales



Y(X) = 0 et y(X) = 0, quisque la solution triviale
y (x)

= 0 FxEI-
58-

satisfait l'equation et les mimes conditions initiales = > v(x) = ar, (x) +b2-(x)=0
ExI => Puisque a etfresontas tousledexml (x) sont lin.I vz(x) = --, (x)EXEI dependantes

Exemple EDL2 homogine a coefficients constants x"(x+py(x +gy(x) =0
=> R +pX + q = 0 telle

que
les racines sont a = t= 2 +i AIR

Montrer que /e
*

cosy,
e
*

singx] + 0 Exe , Espe,B + O

-

We
*

ex ,

C
*

six) = det ecossx esinpx( ( =

Leasingx aesinx +petex

.... exercice

# O sur IR.



Theoreme. Scient U
.U2 : I- IR daix solutions linement independantes
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de l'equation y"(x) + p(x)y((x) + q(x)y(X) = 0. Alors la solution generals
de cette equation est de la forme :

w(x) = C
,
N
, (x) +CE(x) ,

C
,
CEIR

,

xEI

arbitraire

Dem :
Soit IX) une solution de l'equation donne .; Soit xoI

Alors (x) = doEI
,

et=(xo) = boER

On a deux solutions linsaivement independantes 2.
.
02 : I- IR

-

precedent

Alors par la proposition on said que WI,](x) + 0 EXI
=>[NIN](X) + 0 .

C
,
U
, (Xo) + (0z(Xo) = Go

=> 5 unique
constantes CER : (W)C, Vi(Xo)+ (252(X) = Go

Considerous la fonction w(x) = C r(x) + GW-(X) . Alors :
(1) 8(x) est une solution de l'equation (puisque ~. (x) et vz(x)

contdes (solutions

(2) v(Xo) = 90 ,
v'(xo) = 60

Par le tim de l'existance et uicite de solution de EDL2 homogine
satisfaisant be conditions initiale donnessUK) = 00

,
v(x) = So
,

on a (x) = v(x) = C, v, (x) +CE(x) EXEI. #



Considerous l'equation complete (1) : y"(x) + p(x)y(x) +g(x)y(x) = f(x) .
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Superposition des solutions. Si v(X) est une solution de (1) et r (x) une solution
de l'equation homogene associe : y"(x) +p(x)y'(x) + g(x)y(X) = 0, alors
v(x) + U(x) est une solution de l'equation (1) (Exercice).

Methode de variation de constante : On cherche une solution particuliers
de (1) supposantqrion connait deax solutions linairement independante
de l'equation homogene associe : E

,

U2 : I + RR

(= [C.] (x +0 Ex I)
Ansatz : vo(x) = C , IXU(X) + C2(IV(X) on <

,
() et 22x) sout des functions

-

de classe C' surt
Conditions sur c, (x) et cr(x) ?

50(x)=+(x)
+C +C

=> Vo(x) = c, (x)vi(x) +((x)v(x) + G, (x)y, "(x) + G(x)e"(x) =>
dans l'equation.....



50"(x) + p(x)vo'(x) + q(x)Vo(x) = f(x)
- 61-

ci(x)v , '(x) + ((x)v'(x) + 2, (x)0, "(x) + ((x)v"(x) +q(x)2 , (x)0,(x) + p(x)G(x)Vz'(x) +
= 0

= 0 puisque (, (x)
et 22(x) q(x)((x)v, (x) + q(x)22(x)((x) = f(x)

sont des solutions de l'equation homogene :
=> c,(x)ei(x) + ((x)v2'(x) = f(x) - condition eur c, '(x) et((x)
c , (x(v , (x) + G(x)v(x) = 0 Systime pour ci(x) et (2(x)S (i(x)v, (x) + ((x)v= (x) = f(x) Exe] On said que Wr, :](x) +0 ourI

G
,
(x) Vz(x) det ()(x) +0 #x](e) wi(i) = (a)

=> il existe une unique
solution ExeI

Rappel : Si M = (c(d)
= ( a, 6, 2 , d E telle ze det M+ 0-w(f)

=b)



(i)wit() =w(
= <(x) = --A G(x) =Je

Jans constante

=> No(x) = C ,
(x)0 ,

(x) + G(X)v(x) est une solution de (1)

=> La solution generale de (1) est

v(x) = Vo(x) + 2 , v, (x) +2x) on C
..
GER

,

XI



Ex2
.
Trouver la solution generale de l'equation : EDL2 omplete
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y"(x) - xx-Y'(x)+x -TY(x) =
2x - 1 surje, x)

- - f(x)
p(X) g P, 9 ,%: Je ,01-IR

continues
(1) Essayons de trouver une solution non nulle de l'equation homogene associe :

y"(x) - xx- Y'(x)+x =TY(x) = 0(x)

y = x =>= 1
, y= 0 =- = 0 +x je

,)

(2) Trouver zne autre solution de (*) linexivement independante
V(x) = c(X)5, (x) oc(x) =Sex ,

P(x) = Sp(x)dx

p(x) = -Fent = P(x) = -S =-J = -(n(enx- 1) cans cont.

enx > 1 surje,/



c(x) =(x = jex =Jdx =
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=((nx - 1)d(t) =- + (*dx =--= sans constante

=> vz(x) = C(x(2, (x) =- x =
- enx

,
x 32

,
8)

Verification pour v2(x)
us equation homogine (*)

E2(x) = - (nx
,

v2(x) = - *, v2(x) = (2

e"(x) - xeni(x)+)=+ente =

-
=>v(x) = ((, (x) + 22(x) = C, x + Genx CGER xeJe,[

est la solution generale de l'equation homogene (*)



(3) Trouversne solution particuliere de l'equation complete.
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y"(x) - xx- Y'(x)+ex -TY(x) = 2x - 1

50(x) = C
,
(x(V, (x) +G(x)v(x) on C(x1 =ESX

(2](x) = def(X -ex) = - 1tlux = lux-
>o

sur J1, 80(

< (x) =- x
= + fenxdx = x(nx - fx dx = x(nx - x

G(x)=x = (xdx = Ex
Suns constante

-WI,]

50(x) =C
,
(x)w, (x) +G(x)vz(x) = x((nx - 1)x + zx ((nx) = Ex-enx -X2

Exercise : verifier que No(X) satisfait l'equation complete.

(4) Solution generale de l'equation complete.

v(x) = C
,
X +G(nx + Exi lux - X2 on C

,
Gt(

,
x Je

,
0)

.



Question 4 La solution generale de l'equation
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y" + 2y -3y = xe2x
est

x2 + 2x - 3 = (x) - 1b(x+3)x = 1
,
xz=3

A : y(x) = C ,
e
"
+Ge -=xl2-Ge

Yhom(x) = C, l"+ Cl-3"= C
,
W
, (x) +GE(x)

B : y(x =C, +G+ Exe2-Be [WN22] = det exEx) = -32
-2
2
=
-42x

C : y(x) = C,e
"
+Ge +Exe

*

-ze
4(x) = --x = +(xedx =

D: y(= +c +Exe-g
= yxe

"
- tex

Exercice : verification
G(x) =x

=

-ofxde
*x
= -zox** ex

Ypart(x) = c, (x)v, (x) +G(x)tz(x) = (axe - tee + Exe+ (5) e
*
=

=-e-oxo
y(x) =Cl+2z*+ 5x22-2 est la solution generale.


