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Chapitre [Equations differentielles ordinaires.

31
. 1

. Definitions et exemples.

12Eaton differentielles availaEssent$1
.

3

51 .

4. Equations differentielles linaires du 2nd ordre (EDL2)
(a) EDL2 homogenesa coefficients constants
(8) EDL2 homogenes
(c) EDL2 non homogenes
(d) EDL2 non homogenesa coefficients constants.



Rappel: EDUS : f(x) -y =g(x) ,
f : I-RR continue

,g
: J-RR continue
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Theorime (Existence etunicity d'une solution de EDVS)
Soit f: I-R une fonction continue telle que f(y) +0 VycI.

g:
- IR une fonction continue· Alorspourfout couple (xoE], 60 I)

l'equation f(y) .y'(x) =g(x) (xX) fly(x)dy(x) =g(x)dx
admet une solution

y : J'C]= I verificant la condition initiale y(x) = So
.

Si y: 3,
- I et ye

: 3-I cont deux solutions telles
que

y, (xo) = yz(X0) = 00
,

alors
y,
(x) = y z (x) pour

fout x = J,
MJ2

.

Demi Lexistence) (1) Ide : Sfxdy = Sg(xdx = F(y) = G(x) =y(x) = F"(G(x)
Y

#Soit F(y) = ffdt = Fly) est derivable of monotoneprisque f(y) =F(y)+
-

Go wer + => Fly) monotone
=> Fest bijecte :I voisinage autour

de 8

=> Fest inversible sur I.

(2) Soit G(x
=SgHldt = G est dinvate eur 3

,
G'(x) =g(x)

e + G(xd) = 0
.
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(3) Soit y(x) = F"(G(x) dam um voisinage

de Xo

(On va montrer que y (x
est une solution de l'equation f(y) .y'(x) =g(x)

dans un voisinage de XoE]
,

et deplus y (x) = So

On a : F(y(x)) = G(x) dans un voisinage
de XoEJ

=> F'(y(x)) - y'(x) = G'(x) =
Yearladiy

flyly(x=

(5) De plus, y(x) = F" (G(xd) =
= F(0) = = Go

G(x) = 0 par defde G-(x) F(b) =0 par difde F
Fbijective

=> y(X) = Do #
Unicite :

vair dans (DE]
Resume

:
EDUS : Floy =g(x) %: I-- IR continue

g : J - IR continue

Pour resoudre : Sf(y)dy = Sandy
-

une primitive (sans constante)
la primitive ginerale larec une constante)



Ext
.E = 1 EDUS : fly = y : RI- > R continue cur RIRE
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RR= -> R f(y) +0

g(x) = 1 : R + IR continue
=> Stdy = (dx = - + = X+C constant arbitraire
=> y =- FCER- la solution generale sur J-00, -Clet 1-C, o

Condition initiale : y (0) = 60 ER
*

= y (0) =- = bo = c = -t
= y(x) = - OEJ-0

, tl Sib

Si 6030= 0 = y(x) =-sur]--la solution particuliers
OEJ

,

[
Si bo10= 0 = y(x) =- surt, la solution particuliero
0> 0

I &

y(x)
&

iI

bo I
( 8

.

Y(x)
8

.
10

I

I
11

,
80 !
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Def Une solution maximale de l'EDVS avec la condition initiale
y(x) = So

,

XoE] bot I est une fonction y (x) de classe Cfeatisfaisant l'equation,S

la condition initiale et qui
est definie sur le plus grand intervalle possible .

Le theoreme sur EDUS dif
que sif (y) +O eur I ,

alors it existe une

unique solution maximale. Monte solution avec la meme condition initiale
est une restriction de la solution maximale.

Dans Ex1
.

on a trouve les solutions maximales
pour

he conditions

initials
-Xo = 0

,
60tIR*: 6

.
30 et 60c0
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Question 1 L'equation differentielle 2y .y = 4x3

avec la condition initiale y (0) =0 posside

A :
line scale solution sur IR Szydy = Syxidx

Bi 2 solutions sur IR yz = Xi + C FCEIR

⑳ 4 solutions sur IP y ==

D : Pas de solutions sur IR y() = =v = 0 = c = 0

=> y(x) = =V = =X2

I solutions
y(x) = xY

,XEIRy(x) =
- x2

, xE(y(x) = [-X4 y(x)=

-
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Y(X) :

2y.y = 4x

C = 25

c =3

c = 4

C = - 25

⑳ c = -9
S

S
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51 .

3
. Equations differentielle linaire du premier ordre (EDL1).

Def Soit I CIR un intervalle ouvert. Une equation de la forms
y'(x) +p(x)y(x) = f(x) ,

on p.: I- 1 cont continues

est une equation differentielle lineaire du premier ordre (EDL1) .

Une solution est une fonction y : I-IR de classe It satisfaisant
l'equation .

Comment resondre une EDL1 ? y'(x) +p(x)y(x) = f(x) .

Consideront l'equation y'(x) +p(x)y(x) = 0.

Elle s'appelle l'equation horogine associe a C'EDL1 y +py =f

=>
y(x) = 0 Ex I

I* =

-p() EDIS = g@ = -SpexdX



=>In (y) = - P(x) + C on P(x) est a primitive dep(x) .
GERR
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(y) = e
- P(x) +4

=2
- P(x)

= > y(x) = = ([
P(x)

,
CEIR

*

( > 0

Mais on a aussi Y(x) = 0 sur I =

y(x) = Cl
- P(x)

CER
,

xEI

est la solution generale
- de l'equation homogene associse

y+ py
= 0 arI

Exercise : verifie que y'(x) +p(x y(x)
= 0.

y(x) + p(x)y(x) = - 2e
-

P(x)p(x) + p(x)22
-P(x)

= 0 +
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Principe de superposition de solutions

Soit I CR ouvert
, p, fi . f : I- IR fonctions continues

Supposons que E : I -> R declare C'est une solution de l'equation
y + ((x)y = ((x) p(X) est la mime fonction !

et E2 : It IR de classe C'est une solution de l'equation
y + ((x)y = (z(x)

Alors
pour
fout couple c .

GER
,

la fonction 2() = C
,
V

, () + 1252(x) est une solution

de l'equation y + p(x(y = <
,f, (x) + 2 fz(x)

Verification : v'(x) +p(x)v(x) = c
,
0,(x) + CV2(x) + Pz(x)(C,

N
, (x) + (((x)) =

= c , (v, (x) +p(x)5, (x)) +(z)me(x)+ p(x)z(x)) = Cf, (x) + Cfz(x)
-

f, (x) fz(x)



Methode de la variation de constante.
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On cherche une solution particuliere de y (x) + p(x)y(x) = f(x) ; p.f:I-- IR
sous la forme :

continues

Ansatz : v(x) = ((x)l
- P(x)

on P(x) est zone primitive dep(x) scr I.-

& fonction inconce de x

Si v(x) est une solution => v'(x) +p(x)w(x) = f(x)
= Cle

- P()
+

-PH)= C'(x) = f(x)(P(x)
=> Ure solution particuliere de l'equation y'(x) +p(x)y(x) =f(x)
est v(x) = (Jf(eP#&x) · C-P on P(x) est une primitive

de p(x) sur IExercis : verifierpur dinvation.
w'(x) +p(x)2(x) = f(x)(P(x) .E

-P(x)
+ (( -(xeP(dx).( [

-

P(x) -

p(x)+-

+(Sf(x)(x)2
- P(x)

= f(x) +



Proposition. Soient p .f: I+ RR fonctions continues . Supposons que 50 : I- IR
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est une solution particuliere de l'equation y'(x) +p(x)y(x) = f(x) .

Alors la solution
agenerale de cette equation est

v(x) = vo(x) + Ce
- P(x)

pour
fout CAIR

,

on P(x) estmeprimitive
dep(x) surI.

Dem : (1) So it v
, (x) une solution de y'(x) +p(x)y(x) = f(x) .

On wa
-

dimontrer quiil existe CEIR tel que v, (x) = Vo(x) + CE - P(X)
,
on

vo(X) est une solution de y'sx +p(x(y(x) = f(x).
(=) JCER : v

, (x) - vo(x) = Ce
-P(x)

(2) Par le
principe

de superposition des solutions
,

la fonction
v

,
(x) - Vo(x) est une solution de l'equation y'(x) +p(x)Y(x) =f(x) -f(x) =P

(3) Y'(x) +p(x)y(x) = 0 est EDES => la solution general
o cette equation est v(x) = Ce-P()

,

CERR

of P(x) est une princitive de p(x) eur I.
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Alors il existe une
valeur de CER telle

que
v

, (x) - vo(x) = Ce
- P(x)

- P(x)
()= la solution v

, (x) est de la forme v, (x) = vo(X) +Cl

EPuisque 2, (x) etait une solutionasitraire
,

on officent
que

Densemble de foretes le solutions de l'equation y'(x) +p(x(y(x) =f (x
est v(x) = vo(x) + Ce

- P(x)
Ce

,
xEI

Donc
, por

la definition(1 est la solutionginirale.

M
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Ex 2

. y + Y y =# ,
x + 20

,
01 Trouver une solution

- particulite ,

et

p(x) f(x) P .f: Jo, 02 +R continues
·

La solutiongenerale.

(1) Equation homogine associte : y' +y = 0

p(x) =( = P(x) =f+ dx = en(x) = enx quisque X > 0

↑
pas de constante

x Jo, [=> yhomgin(x) = Cl-P = Celux=
solution generale de leguatee
homogene associte.

(2) Solution particuliers do y+= por la variation de constants.

c(x) = (f(x)eP* dx = Semdx = (x=x =

= ((l - + )dx = x - (n(x+ 1) = x - (n(x+1)xe 30
, 81

To

= y(x) = 2(x)e
- P(x)

= (x - (n(x+1))2
(nx

= (x- (n(x+ 1)) * =

= 1-+) ,
x j0, a)



Verification : y'(x) =-min(x
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y'(x) + ky(x) = -x+ +-- =

=
x

- = ( = f(x)x(x+ 1)

=> one solution particuliere de y'(x) + * y(x) = ++
est Ypart(x) = 1 - x+

La solution ginirale : y(x) = Ypart(x) +Y

y(x) = 1-+CER y(x) = 1 -e

XE/R


