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Rappel : hm de Fubini sur unpare forms.

Soit f : PUR Rune fonction continue ; P = (a, b3 x 192be]x ... x(an8n]
- X

, X2 Xn

pare ferme

Alors fest integrable sur Pet ona

da

Cas n = 2. Soit f : P = 19
.
6) x (c

,
d] -> R continue

lors

AS)fyddy =gax)dy =did



Ex Calculer le volume du sous-ensemble de IR3 defini par
- 306-

((x, y, z) EIR : 02x -4
,

02y23
,

02z1(1+3x+xsin(xy))] continue
1 +x(3 +sin(xy) > 0

P = (0
,
4) x 10
,3enecints

28 z 2

X

V
=(((1

+3x +xein(xy))dxdy=1dxdy +3f(xdxdy +
*
Y

↑Y
+ Sxem(xy)dxdy 1 . (4- 0)(3 -0) = 12

S#)dy = 3=39. ↓
"

Sxsyddy =xemydy)dx(xyd(xy)dx=-as(xy)) dx =

=(((3x) +c))dx = - -sin(3x) + x)" = - 51(12) + 4.
-

= (2 + 72 + 4 - y2(12) = 88 - (sn(12)



Considerons ) six) dy XX
4

-307-

4 4

Sxsin(xydx = - ( * d(x(xy) =-S cos(xy) · +, dx =
-

x
+ ydgxx

=

- Lay tsiny"=quelaea
my = 0 ? Qui

↓

im=(4)...

-4 -=
3 3

(4Hydy
->
->

4.
las primitives ne sexpriment pas en fonctions elementaires

mais on peut exayer avec la somme :



Boys(4ydy=(4)
- sin(4x)d
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-- + 4cos(4y)-we (4) - 16 (4y) = 2(44)dx =

8

3

=-(12) +4 (12) +lim - 4 + (16sm(4y)dy = - 3 x(+ 42(12)+ 4- 4 +
O

li 4 + (46s(4y)))"= - 3)+(12) -42) +4
= 4- j sm(12)

comme cuant.

=> V = (2 + 72 + 4- 5 +(12) = 88 - sin(12)

Conclusion : Le choix prudent de l'ordre dintegration est important .
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Integrale sur un domaine borne

Def Soit ECPCR" ; f: E-> IR fonction Corneur E.
part forme

X &Efrontiere
regulierePosons F(x) =

(f(x),*
E

·O, EPIE

La fonction f est integrable sur Esifest P

integrable our P.
.

Dansa cas on pose:SfdFd



Remarque . (1) La definition ne dependpas du choix depare forme autour de E.
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(2) Condition suffisante d'integrabilit : Sif : E-R &E<49i
est bornie sur E , continue sur E et la frontiere &E I
est assez reguliers (de mesure nulle). 1]

=> Alors f(x) est integrable sur E &
[Voir (DE

,
517 .2]) nietpas- P

reguliere
Frontiere reguliere :
FESO 7 un recourrement &EC192 , 9 : pures formes tels queElgikE

& &E est de mesure mille.

Par exemple la courbe d'Osgood
sent avoire l'aire non nul.
↓
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3. Theoreme de Fubini sur un domaine regulier (dans IRY)

de type 1 :

↑

(1) Soit 19
,
6] < R intervall

,

a <6
Y

Y
, (x)(Yz(x)(x Ja , 8) .

4
,,
42 : 19 . 8] -> R functions continues , telles que

·Soit D = \(x ,Y EIR2 : a cx6
,

Y
, (x(y < Yz(x]

↑ domain a frontiere reguliere de type 1.

i
Alors pourfoute function continue f:D-IR on a

6 =
b G(x)

Cf(xidxdy =SYSfdy
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de type 2 :

(2) Soit (cd] < I intervalle
,

<d Y N

4.. 42 : (cd] -> IR fonctions continues telles que
4
,
(x) < 42() FyE]cd/

Soit D = [(x ,y ER2 : cycd
,

4
, (x)2xcYz(x)] ·

* domaine a frontiers reguliers de type 2

*
Alors pour toute fonction continue f :D-IR on a

d B(Y)

<)f(x ,xdxdy = )))ydx
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Ex1
.

D = G(x ,y)ER2 : 02xc1 , 0 < y 22 - 2x]
2-d y

= 2-2x

f(x , y) = XY D de type I

D = G(x ,Y) IR*
,

0 < x(1
,

4
, (x)cyc4a(x)3 i

Y
,
(x) =0

,

Y(x) = 2 -2x continue O 1
Yx(2 - 2x)

xydxdy=xdy)dx =( = y)(ax =

I I I

= (x(2-2x)dx = 2)x(1- x)dx = 2(x)1 - 2x +xy)dx =2)(x - 2x+ x3)dx =
· O

= 2([x - zx + +x))
+

= 2(z - z +4) = 2(7 - 3) = 2 - i = 5
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D de type 2 :D = YxyEROLy2,Oxy
y = 2

-2x =3
4
,
(x) = 0, 42(y) = 1Ey 2 ↓ 2x = 2 - y

((xydxdy= x)dy = S x)dy =

i X = 1-zy

D
O 1

XX = 1-zy

2

= &(*xy !
**

(dy =(zy(t- EyYdy = z)y() - y + ty)dy =

-X

-dy=- + 1)=
comme avant.
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Si le domaine D n'est pas
de type 1 ou 2 ?

Do Il faut diviser le domaine
en reunion des domainesDDi · de type 1 on 2domaines de type 1 on 2 Yz(x) et utiliser l'additivite

X
, X2 Xz X4

de l'integrals .

X
3

xdy)dd)
pour une fonction continue f:T - IR.
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Ex2 D = S(x ,

y)cIR : OXIy
, yex].

CalcularSiddy
=I S=y = x = + y = 4 ; My = y = 4-2= 0

y22
,
y = E

D, = (- 2(y20 , 0x(y)

Dz =20 < ycr, y <xa-y)

I=dy+)dy=
E

=
>= -Eydy-ydy =-1)



+ (*) = - 1 + 2 arctan() - r +3arctan)
arctan(1) =-

=

- 1 - 12 +2(-) + 3arctan() =

=

- 1 - 1+ + Sarctan() > 0

-
- 0

,
615
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Remarque : calcul d'aire d'un domaine dans IR

Y IR2

Soit DCR" un sous-ensemble regulier
Alors on peut calculer laire de D

par integration G
double comme suit :

Soit E = ((x ,y,z) EIR3 : (x , y) ED
,
02z = 13 =Dx (0 , 7) E IR3

Alors si Aire (D) = < (m4 = Volume (E) = 21=
m

- - ~
37

=

Fameme valeur numerique

Par definition ,

Volume (E) =)f(xdxdy on f(x,y) = 1 constant

=> Aire (D) = f)1dxdy
D



Q20 'aire du domaine D entre les courber y =
-x+ 2x + 1 et y = 1 -x .
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est donne
par l'integrale

*
Be
⑳
Da
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Dentre les courbes y = -x+ 2x + 1 et y = 1 - X.

y = - x2+ 2x+ 1

= - (x - 1)2+ 2
~
/y

= - x*+2x+ 1

Intersection :
- x + 2x + 1 = 1 - X

- x2 +3x = 0 = X= 0, 3 *=> (0 , 1) et (3 , -2)

y = - (x- 12 + 2 = (X- 1)" = 2 - y
= (x - 1) = = E-Y = x = 1=y

D, = G(x,Y)EIR" : 1 < 22
,

1 - EY (x1+Y}
type 2

Dc =((x , ye (R2 : -2(y(1 ,
1- y < x < 1+Y)

1 HEY

=>Seady=x

+Sdy => C
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D de type 1 : D = G(x ,y) :: 02X3,
1 - x(yc - xi+ 2x+ 13

3

· )dx = (( x+ 2x + 1 - (1 - x))dx = :
= j(x + 3x)dx = - -x +Ex)= - 9 + 2 = y = 1-X

= 4 + t=

Exercise : obtenir le meme resultatpar l'integration de type 2 :
2 H+E-F 1+E-T

SaySdx Fdy... =


