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55.
2

.

Theorie de Fubini sur un pare forme.

55.

3. Integrale sur un domaine borne
.

35.

4. Theoreme de Fubini sur un domaine regulier.
55.
5

. Changement de variables dans une integrate multiple .

a) Coordonnees solaires/
8) Coordonnes spheriques et cylindriques .
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Def Un part forms est un sou-ensemble de IR qui est leproduit
cartesien de n intervalles firmes bornes :

P = (a ,
6

, 3 x 192627x ... xand] dicbi Fi = 1 ... n

Pare ouvert P = Ja
,
6

, (x ... xJanOu(

P,
Ex1

. Pare dim = 1 P
,

= (9 . 6) intervalle forms borns S /
a O

Pa

Pare dim = 2 = P2 = (a
, ,
6

,
3 x 192

, 82]
62

0
. 2

a
,

6
,
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Def Le volume diun pare ferme est defini par
IP1 = (6,

-a
, )(b2-92) ... (bn-an)

notation
pour

le volume

Ex1
. IP

,
l = b-a ; (Pzl = (b

,
- a

, )(b2- an) = l'aire du rectangl
Def

.

Soit o une subdivision de 19j ,

6
;
] ; ajab;

5; = 2aj = xix, ...Xb; ]
Alors 5 = (2

, . . . .
In) est appelie rene subdivision de P.

Ex2 . 42 = /
,

6
, J x 192

,
62]

,

U = &59
, X,,

X2
,

8
, 3 ,

592
, %: :% . %3 .

Sch)

Y"
bu Soit D(G) la collectionD(a) est
Yz

Qy Q24 Q34

la collection des Q
, 3 Q23 Qaa

de pares formes engendres
pares engendres Yz

Q
,

Q22 Q32
par

lasubdivision 5 = 10
,2)

par la subdivision Y/

Q Q
, Qui Pij

Yo = &2
a X , X2

6
,

j = 1 . -4

Xo "XS
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Soit f : P --R Corne surP Alors on difnit les sommes de Darboux
part ferme def sur P.

Def Soit Dla) une collection des pares formes enge por
la subdivision 5.ndree

Alors : So(f)[m(Q)(Q) on m(Q) = inff(z)
QCD (d) XEQ

50(f)D(M(Q)(Q) ai M(Q)=f
Alors &(f) sup[50(f) .

Test une subdivision de P3 est la somme de Darbrux

inferience pour f(x) eur P.
5 (f) dinf[5r(f) ,

best une subdivision dep3 est la somme de Darboux

superience pourf sur P.

/Somme de Darbrux infirieure So(f) associts
a la subdivision 2

.



Dif. Soit PCR" un part farm etf
: P-- IR one fonction bornie .
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Alors fest integrable sur P si et seulementei

S(t) = 5(f) (On a toujours &(f) < 5 (f)
Dans ce cas

, l'integrale def sur P est difinie par

(Sf(d = ()
...

( f(x , .. . xn)dx ,.. dxndS(f) = 5(t)
.

-P-
notations

Ex 3.
.

Soit PCR"un part forme. f : P-s IR
,
f(x) = CERR constante

Suit & une subdivision de P
. Su(f)=C==
50(=DP()(Q)=CIR==

=PCII I



En particulier, soitf(x) = 1 constante
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Alors Jdx = S) .. Jdx ... dxn
Pop

1) SiP= 1967
=S1dx

= 6-a-la longueur de lintervale 1a

Integrale double:

(2) Si P = (a
,
6

, 3 x (a26] = f)1dxdy = (P1 . 1 = (6:

-a
, )(82 - 92)

dim = 2 (a ,
b

, ]x(92b2]
l'aire du rectangle PC IR

(3) Integrale triple :

Si P = (a
,
6

, 7 x (62]x(936s] f(x,y, z) = 1

= ())1 - dxdydz = (Pl -1 = (8:a
,
)(b - a)(bz - as) = IPI le volume

P de PCIR?



Thm "Toute fonction continue est integrable sur unpareferme
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Idie :
Soit f : DIR are fonchon continue.

partferme

(1) Alors Fest bonne sur P. Puisque Pest un sous-ensemble compact
=> one function continue atteint son min et max sur P => Fest Corne sur P.

12 Integrabilite. Soit 230 . Si f est continue en chaque point de P
=> XXeP 75 : -*11( Ex = (f(x) - f(x)) + =

On considere le recourrement de P
par

dis brules ouvertes BIXo
,
%

=> Thm fleine-Borel-Lefesque :> recouvrement fini > subdivision fini
-> 50-SotE(P) = 5 - 52/P)

=> fast integrable sur P.
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Propriates de l'integrale.
(1) Additrite

So it Pan part ferme et SPiSies une famille finie P

Iderombrable) des part form's P = UP;
et plels queo

, its
itI

Alors
pour
foute fonction continue f. P--IR

I f(x)dX =Effd
Pi Pj

ona

12) Lincairite :
Soit P un pare ferme ;

fig : P - &R deax fonctions continues.

Alors((nf(sig()dx=fdgd Far

(3) Soit f:DR Some integrable
curP
,thea
fxD - kzf(x)ak

Alors -KIP1[fEd* -K - IP)
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Def On definit le volume de l'ensemble sons la surface z =f(xy 20

pour f : Pp-1" integrable par z =f(x ,y)

Waitfidxdy F
V = le volume du sons-ensemble entre z = 0

et z = f(X ,y)20 an desses du pare forme PCR?.

0
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55.

2
.

Theoreme de Fubini sur un pare forms.

·Thm
.
(Fubini Soit f : PR

,

P = labiax
..
xal

T X
,

X2 Xa

pare forme

Alors Fest integral sur P et on a:

Add,a
8 ,

variable dintegration
↓ W Or variable d'integration

4 ↓

f(x)dx ,

=

g . (x2
,
...Xn) + Sg . (x2 ...Xn)dX2

Myx&
Xz
... Xn sont deparametres En

12 X3 ...
Xu parametres

= G2(X3 ... Xn)
,

et ainsi de suite

-Sgn-(u)dxn = LER

Important: On peutchanger lordre des variables dans lintegration
sur un pare ferme
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X Y

Theorime
.

Cas n =2. Soit f : P = (a . 6]x(cd] + IR continue
Y; -

Alors 9(5dx) dy = ygfd)dx =Sfind a
Y

Xi,i

Ide :
Trouver are subdivision de Passez fine telle que P= UPij et

f(x, y) = Lij sur Pij , LijtR des constantes

additivite Yi linearite sur Pij

Eddy=dy=-f(x, y) = Cij

Sur Pij

=-X=jidy.
f(x,y)eZij

=
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additivite

=dy)
= 9) f(x,xdy)dx #

S

Conclusion
:

Cas n = 2. Soit J : P = (9
.
6) x(c

,
d] -> I continue

Alors()fxyddy =9ax) dy=did



Ex1. Calcular Xy
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Sxeddy ,

P = (x10,
I

= Sax S e
*
d(xy) = Jdx(++)

*

") =(dx(e- 1) =

-
X parametre

I

= ((ex- 1dx = e - x)) = e - 1 - 1 = C - 2.

I I

Autrement : &xe* x = (d)=x
Sfdg = fg-Jgdf

- Se**d(xy = ye - ye
* )) = ye -G(e- 1)

I

" She-e1)dy &Ge) =?
-

y = 0 ?



Pre-))
=lim- prolongementpar continuit integral proper

I /

= Se-Fe-1)dy=-=
O

I
of

F+= -e-1 =e

N
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Ex
.

2 I
=Sedady ,

on D = 10,
1) + 10

,
23

Sireddy =dy (e) =dy(
2

P
= jedy(5x))) = Se 5dy = +jedy =

=- e) = -(- 1
continue continue

Remarque Si f(x, x) =f(x) fu(y) sur P
= (a, b]x/c , d] . frica,]- IR

,
fail,di-1R

Stifelyiddy= ) dy=d) dy =

f d
6 d

= Sf(x)dx . (fuldy.Sfflydxdyffxdx .Sflya



Question 19 Soit E = ((x
,
y)EIR2 : -1 2 x = 1

,
-12y1 13
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Alors

⑦ Scs(xy) sin(xy)dxdy =

B
. (Sen(y)c(xy)dxdy =

C
. (cos(xy)cos(xy)dxdy =
D

. Scaxsiny-dxdy =
E. Aucune de as reponses
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f(x , y) = - f(x,y) =jf(x,y)dxdy =S(]f(x,x)dx)dy =

f (t,y) = -f(t,y)
& 1 1

=xfddy ;ydx = -SfddtSfd
t = - x dt = -dx

X =

- 1 = t = 1
= () - ff(x +ydx +ff(x,y(dx)dy = 0

Integrale divine function impaire par X sur un domaine

- cymetricque parx est egale
a 0.

"g

A : f(x ,y) = cos(x2 y)sm(xy) = f (x ,y) = cos(x2yz)(m(- xy) = - x(xyz(sin(xy) =
-f(x,Y)

B : f(x ,
y) = 1 .n(x(y)cs(xy) = f(x,y) = Sin(x2 -y)c (xy) =f(x,y) ; f(x=y) =f(x,Y)

C : f(x, y) = cos(X(y)((xy) = f(- X,y) = c(x-yy)(x( -xy) =f(x,y) ; f(x, - y) =f(x,x)

D : f(x , y) = caxeny =) f(-x,y) = cos(x)siny = f(x,y); f(x,y) = caxtiny
2

=f(x,Y)

= seulement A : f(x, x) = -f(x,Y)

sin(X*y) > 0 autour de O ; cos(xy) > 0 autourde0 ; cosX > 0
,

Sin (44 > 0 autour de 0.
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↑

-
z = 0

f(x , y) = sin(xy)(d)(x -yY)
f(x, y) = cos(xy)sin(x2yz)

S)f(x,y) = 0 S(f(x, x) > 0

P P


