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Rappel:
Extrema lies. Methodes des multiplicateurs de Lagrange.

Theorima (casn = 2) Condition necessaire pour un
extremum sous contrainte.

Scient be functions fig : EUR- R de classe Ct

Supposons que f admet un extremum en (a. 8)E soue la contraint g(x,y) = 0:
extremum de Sf(x, X) : (x i x)fE etg(x,y) = 03
et

que Mg(a , b) + 5. Alors it existe , EIR tel
que

Xf(a, b) =x xg(a, 6) Methode
pour

trouver
les points candidates
pour extremums locaux sons
la contrainte :
Si xg(x,x) + 0 , resoudre

Def: X est le multiplicateur de Lagrange. le systeme :

&Yf(x, y)
= xig(x ,y)

g(x ,y) = 0
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Extrema lies : interpretation giometrique
Soit g(x,y) = 0 la contraint => C'est une course de niveau

=> Xg(X,y) 1 a
la course

, Rg(x,y +0 .

Xg(x,y)
↑ xg(x,y)&

Si (9, b) est un extremum local de f(x, 1)Osur la courbe = g(x,y)=0
extremum

ISoit c'est un extremum loc de f sur IR" (a
,8)/

localdef
surg(x,y)=0.

↓Soit ce n'estpas un extremam loc def sur IR, fin Dg(a,6)
mais un extremum seulementsur la course

= (Pf(a, b) = 0
= (Pf(a, 8) = 0 - Xg(a,b)

LX f(a , 6)1 la courbe Pf(a, b) = x -

7g(9 ,b)x + 0



Extrema lies : demonstration Dg(a , b) +0
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Dem : Supposons que 19. 1) + 0 (le cas (96) +0 est similaire)
.

On a g(a.b) = 0 puisque (a, 6) eatisfait g(x,y) =0.
=> Par FI il existe une fonction y = h(x) de classe Cau voisinage de X= a

telle
que hix =- et g(x, h(x) = 0 au voisinage de X = a

Si (x
, y) satisfait la contrainte autour de (a

. 6)
,

alors onpeut
remplacer y= h(x) dans texpression f(x ,x) pour offnir one function

d'une scule variable

f(x , y) = f(x, h()) = Extremumlocal def = f'(x , h(x) = 0
-

sous contrainteg(x ,y) = 0

IR-IR
-
- IR
f

) f(x ,
h(x)



f(x, h(x)) = 4f(x ,
h(x)) .

3() = (&(c)(i) =
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(x
, h(x)

= (x
,
h(x)) + g(x , h(x)) - h'(x)

=> Si(ab) est unpoint d'extremum local de f sous la contrainte, alors

=> 19
,
6) =- ( . 6) · h(a) ; partFI : hill =-
==1unt-

V
, Uz

#0
(1) S: u

,
= 0 = v = 0 = D f(a , b) = (0, vz) , (g(a, 8) = 10, 42) = Jx ER : we = X4z

(2) Si u, 0==== ( = (, #

= if(a,b) = XTg(a,b)
Dans le druxas on a Pf(9,6) =XXg(a,b) pour un xEIR.

"I
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Extrema lies : cas general
-IR"

Thm. Scient f, g....gm : E--IR le functions de clane CF , man-1
SoitEE un extremum def sons les contrainte g . (x) =.. =gm(x) = 0.

Supposons que les recteurs Dgila) .

- Xgm(a) sont linecivement independants.

Alors it existe un recteur * = (x.
... xm) ERR

m

tel
gree

Df(a)= XDg(a) = X
,Xg, (a) +12xgu(a) +... + xmXgm(a) .

En particulier, si on cherche un extremum def sous la contrainte g(E) = 0
on obtient les equations
(Df(x) = XXg(x) (S: +g(x)+ 0 pourg(x) = 0).
-g(x) = 0



Ex1. Trouver les extrema de la fonction f(x , x. z) = 4x + 2y-z
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sous la contrainte g(x, y. z) = x+y+ z-21= 0 (sphere de
rayon ET)

Rg(x, x. z) = (2x , 2 y
, 2z) + 10,0, 0) eur la sphere de rayon EP

=> Par le 'Thm de Lagrange 1: (X
,X. 2) Eshpere est unpoint d'extremum local

def eur la sphire
,

colors JxER :

(Df(x , y, z)
= x4g(x,y, z) & (4 , 2 ,

- 1) = x(2x , 2y , 2z)

x + y
-

+ z2 = 21
x+y+ z2 = 21

SxTo
x = = 4z

= dans g(x ,y . t) =0=

y = - 2zpar Sadvise

=> 162+ 42 + z2 = 21 = 2122 = 21 = z = 11.

z = 1 = y =
- 2

,
x= 4 = (- 4 , - 2, 1)

- = - 1 = y
= 2

,

x = 4 = (4
,
2
,

- 1)



f(4 ,
-2
,

- 1) = 4x + 2y - z = - 16 - 4- 1 = -21xl min def sur lasphere-273-

f (4, 2 , -1) = 16+ 4+ 1 = 21 - le max def our la sphere
Prisque f est continue sur un compact g(x, yz) = 0 la ephire
=> fatteint son min max absolus our la sphire.

xf= (4, 2 , -1)
(4, -2, 1) parfout

19742,1)Df
f(x,xz) =21
-max

↑ *g(4
,
2
,
- 1)

f(x,y, z) = -21 (4
, 2, - 1)

min



Ex2
.

Trouver les extrema de la fonction f(x,y, z) = Xyz
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sone les contraintes E g ,
(x

,y, z) = x+ y+ z -5 = 0

ge(x,y, z) = Xy+ yz +xz - 8 = 0

xg , (x , y, z) = (1 , 1
, 1) f(x

, y, z) = IR xgz(x , y, z) = (y+z, x+ z , x +y)f(x ,y, z)EIR

xgz(x ,y,z)
= kDg. (x , yiz) =

(y + z, x + z , x + y) = (k , k , k) = x = y = z

g , (x , X , x) = 3x - 5 = 0 = x = 5
3 ge(X , X, x) = 3x - 0 = 0 => 3(5)2 = 28
=> Xg , (x , yz) et Dgz(X, y, z) cont limeseivement independants

sous les contraintes
=> Le Thm de Lagrange est applicable

=> on offient les equations :
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xg, (x,y, z) xgz(x, y, z) f(x,y, z) = Xyz

E
Rf(x, y, z) = (yz , xz , xy) = X ,

(1 ,
(
, 1) + xz(y + z, x + z , x +y)

g , (x ,y, z)
= x+ y + z -5 = 0

pour 1. , 12 EIR

gu(X,y, z) = Xy + yz + xz - 8 = 0

(1)yz = x , + xz(y + z) (1) + (2) = z(x+y) = 2 ,11 + x(x+ y + 2z)
(2xz = x

,
+ 12(x+ z) (4)=) *z 5- z

(xy = x
.
+ x2(x +y) (1) +(2) z(5-z) = 2x ,

+x2(5+ z) zz + (xc - 5)z +5/ 2+ 2). = 0S is S S(4)X + y + z = 5 (2)+(3) X(5-x) = 2x ,
+ xz(5+x)) x2+ (x2

-5)x +5/2+ 2x ,
= 0

(5)xy + yz + xz = 8
(1)+(3)y(5y) = 2x + x2(5+y) y2 +(xz +5) y +5/ 2 +2) = 0

=> Soit X = y = z e ce qui ne satisfaitpar les contraintes,
=> Soit une variable differente des 2 autres

, par exemple x =y, z + X
=> (4)

E
2x + z = 5

= S
z = 5-2x

= (5)x2 + 2xz = 8 x + 2x(5 -2x) - 8 = 0 = - 3x2 + 10x -8 = 0



3x3 - 10x + 8 = 0 = z =5- 2x
- 276-

=M x
,
= 2 = y = z

,
= 1

Xz = 3 =y = z = 5

(X, x , z) = (2
,
2
,
1) (1 , 2 ,

2)
,
(2 .

1
, 2) 6 points candidats

(
, 5,5)

,
(, )

,

(5
,
5
,

5) pour un min (max)

def sous le contraintes.

f(x , y , z) = xyz =

f (2 , 2 , 1) = f(1 ,
2
, 2) = f(2.

1
,
2) = 4-min def sous les confrontes

f(5, 5, 5) = f(5 ,
5
,
5) = f(, 5, b) = 7 = 4 + 27 - max def

sous les contraintes
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prisque Sg . ( ,X, z) = 0 est un compact dans IR3

G2(x, y, z) = 0 fest continue,

=> f atteint son min ,
max sur le compact; feet de classe (

=> fattent son max
,
min aux points donn's

parnota

↓ gz(X
, y, z) = 0 Exercise": (g , (x ,y, z) = 0

g2(X , y, z) = 0

g, x ,Y (9 , (x ,y, z) = 0 difnissent un compact dans IR?
<
/gz(x ,y,z) = 0 clairement forme
⑧ Astuce : z = 5- x- y - gz(X, yz) = 0

=>[(x+y+ z(x -5)contborne'sim

117

=> z = 5- X-y est borne.
-= un compact.
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Resume : Methodes de demonstration

E
.

Demonstration directe P = Q plogi Q

2. Par contrapose P = Q TQ =..= - P

=

3. Disjonation descas. P = Q p=
=> Q

4
.
Si et seulement si" PCQ =... Q et

Q =... = P (on PESQ)

5 . Par absurde .

P
-> P = = R connue dietrefausse

6. Par le principe
des tivoirs. P n objects ,

k tiroirs

=> al moins 1 tiroir contient() objects
Flafond
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-

/

7 .

Par recurrence P(n) Base Heredite

simple (a) P(no) P(n) = P(n + 1)

generalise (6) P(no) ... P(notk) <P(n) ... P(n+ k)3 = P(n +k+1)

forte (c) Plmo) [P(no)
,
P(notK... P(u)3=P(n + 1)

P(n
,
m) (d) P(0 , 0) P(m , 0) => P(m + 1, 0) Um

P(m
,
n) => P(m ,

n+1)min
carre

(2) P(0 , 0) P (m , 0) => P(m + 1 , 0) Em

P(m +/
, n) => P(m, n + 1) Emin

diagonalC(f) Plu, 0 P(m , n) = P(m ,
n + 1)

↓ dex directions
P(m + 1

, n)



Exemples: choisir la methode de demonstration
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-

disjunction des cas.

Proposition 1. Pourfout neN
,

202 + n +1 n'estpas
divisible

par
5:

methode de firoirs
Question 2

. Il
y a

12 bules vertes
,

15 boules
rouges

et 16 boules

blanches dans un sac.
.

Quel nombre minimal de toules faut-il
sortir du sac pour

avoir au moins 4 boules de mem couleur ?

Proposition 3. Il existe une infinite de noumbiespremiersp tele que

par absurds p +
2 n'est pas premier.

Proposition 4. Il viexiste
pas

de nombres entiers X
,y tels que

par
absurde 42x - 70y = 124

Proposition 5 Pourfout n22 naturel
,

on a

P(n):-= simplerecurrence
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Proposition 6. Sif: IR3 --IR de classe C , telle que
detHess
,
10) 10

Alors 0 n'est pas un point de minimum local def.
demonstration direct

Proposition 7. Soient X
,yeR .. Si y +yx2-X ** xy2 ,

alors
y X.

par contrapose.



Proposition 1. Pourfout neN
,

202 + n +1 n'estpas
divisible

par
5.
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Par disjunction des cas:

(1)n = 5k => 2n + n + 1 =5)) + 1 Dans tous les cas

(2)h = 5k + 1 => 2n + n + 1 =5)) + 2 + 1 + 1 2n2+ n + 1

(3)k = 5k +2 => 2n + n + 1 =5)) + 8 + 2 + 1 n'est
pas

divisible

(4)n = 5k = 1 = 2n + n + 1 =5)) + 2 - 1 + 1 par 5.

(5)n = 5k
- 2 =) 2n + n + 1 =5)) + 8 - 2 + 1 #

Proposition 2 .

Il
y a

12 buls vertes
,

15 boules
rouges

et 16 bouls

blanches dans un sac.
.

Quel nombre minimal de toules faut-il
sortir du sac pour

avoir au moins 4 boules de mem couleur ?

Par la methode des tiroirs : Nobjets ; N telque

3 tiroirs: 1743
vertes rouges blanches

=> N= 10.
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Proposition 3. Il existe une infinite de nombrespremiersp teleque
p +
2 n'est pas premier.

Par absurde : Suppor qu'il existe seulement new nombre fini
dep premiers tele que p + 2 n'estpas premier => 7

le plusgrandp
t

. g . p+ 2
viest

pas premier.
Il existe une infinite de nombres

↓
sremiers => Fa premier , plugrandque p. . = gestpremiers,
g + 2 , 9 + 4, ...

sont tous premiers =>fous les nombres impairs

plus grand que q sont
premiers. Le nombre q(q+ 2) est impair,

↑ T

g(g + 2) >get viest pas premier. impairs

=> absurde.

=> il existe une infinite des premiers p tele que
p + 2 n'est

pas premier . (



Proposition 4. Il viexiste
pas

de nombres entiers X
,y tels que
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42x - 70y = 124

Par absurd : Si 2(x - 35y = 62, x,ye] = +(3x
-5y) = 62 =

= Ex-5y= X ,
absurde E

EX

Proposition 5 Pourfout n22 naturel
,

on a

P(n): -)=
Par recurrence : Base : n = 2 -= vrai.

Heredite : Supposons que P(n) est vrai.
n

P(n+ 1): (1) = M(-) ·(1-) =

k = 2

P(n)

= => P() implique P(n + 1) ,

nz2

=> par recurrence Plu)
estrraie Fnz 2 .

#
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Proposition 6. Sif: IR3 --IR de classe C , telle que detHess, 10)
10

Alors 0 n'est pas un point de minimum local def.
Directement : Si Xf(0) + 0 , alors O n'est

pas unpoint d'extremem
local def. Si D f (0) = 0

, puisque fest de dane C"parhm
de Schwartz la matrice hessienne est diagonalisable avec des valeurspropres
rielles

.

On a : def Hess (0) = Niels 10
,

donc
f

soit 1
,
20
,
120

.

130 = J est un point de maximum localdef,
soit une valurpropre

est negative , deux autres positives est un pointselle.
Alors (0

,
0
, 0) n'est

pas un point de minimum local deff M

Proposition 7
. Soient X

, yeR .. Si y +yX2-X3 Xy2 ,
alors
y X.

Par contrapose : Supposons que y > x =>

y+ yx- x- xy = y(y+x) - x(x+y) =(x)0- contradiction
prisquey#X

Alors yaX . #
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Question 18 Soit une famille de propositions [P(nine
tells

que , pour
fout neI

,
si P(n) est vraie

,
alors Pln +4 est vraie.

Alors :

A
.

P(6) et P/S) ne peuventpas etre les deux vraies

B
.

si P(19) est vraie
,
alors P(7) est vraie

C
.

P(2) et P(10) sont soit le deux vraies
,

soit les deux fausses

D.

si P(21) est fausse , alors P(O) est fausse.
S : P(9) vraie => P(C + 4r) cont vraies => P(21) estvaie

-ke]


