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Rappe
en 2 variables :

Soit F(x, y) : EXPIR de classe Ct
,

telle
que F(a,

b) = 0et(a,
6) + 0

Alors l'equation F(X, y) =0 difnit localement autour de (a, b) une fonction
y = f(x) telle que (1) f(a) = 6

(2) F(x , f(x) = 0 pour fout x dans un voisinage de x= a

(3) f'(x ==(x,y)((x
,f(x)

& (x
,y)((x

,f(x)
↑FI en 3 variables :

Soit F(x, yz) :E + R de clare Ct
,

t
. q.

Fla
,

b
,
c) = 0 et

(a,
b, 0

Alors il existe localement une fonction z = fixix) telle que
(1) fla.

b) = c

(2) F(x, Y . f(x ,y) =0 pour
tout couple (x,y) dan un voisinage de (a. 8)

(3)=
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Ex4

. F(x , y, z) = Xcosy + ycosz + zcos -X-1

Verifier que F(0 , 01) = 0 et que F(x,X, z) =0 definit autour de 10, 0. 1)

une fonction z = f(x,y) ,
telle que

F(x
,Xif(x,y) =0. Trouver 10.0 et o10.0

(1) F(0
,
0

, 1) = 0cs0 + 0cs1 + 1200-1 = 1-1 =0Vrai

(2) (0, 0,
1) = ysinz +c I

=

- Osin1 + cos0 = 1 +0 =FI est applicable
(0

,
0

, 1) =>z = f(xiy) , la solution de

F(x
, y,
z) =0 autourde

= -
1

= - 1
10,

0
,

1) .190== 100
,
11

100 =-==
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F(x
, y,
z) = 0

#f(0 ,0) = (1, - 2011)

L

z =f(x,
y . (0,

0
, 1)

F(0,
0
, 1) =0 = f(a, a) = 1

On peut trouverdequation du plan tangent : z =f(a . b) + (Tf(a,
8)

,
(x-a

, y-8)
z = 1 + ((1 , + 1)

,
(x - 0

, y
= 0)) = 1 + (x) + ((1)y = 1 - x - (1) -y

= z = 1- x-101) -

y est l'equation du plan tangent a la surface
z = f(x,y) aupoint 10,0, 1).
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Application de'XFI : Equation d'un Chyper)plan tangent a la surface
definie par une equation .

Soit F(x ... Xa) de classe C'eur ECRet7i : 11 in telque

& (a) + 0pourun E on Flat =0 ((=> DF(a) +1)

AlorsFI implique que L'equation F(x, ... xn) = 0 definit une Chyper) surface

Xi = f(X Xn) localement autour de la, ...an) etfest de clause C
Jans &;

=> SiDF(a) + O on peut ecrive lequation de l'Chyper)plan tangent

a la surface de niveau F(x) = 0 an point X =a
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Equation du plan tangent (continuation

SiXF(a) + 0
,

alors DF(a) =OEL - est tangent a la Hyper/surface de niveau.

PF(F) = (DF(a)
,
v) = 0 (> pour fout recteur = dans l'hyperplan

Xj tangenta F(x) = 0 aupoint X=
(= v = (x -a) + DF(a)

=> L'equation de l'hyperplan targent a F(x) = 0 aupoint : Fla = 0

est
[DF(a)

,
(x- a)) = 0

(TF(a ,
b

,
c)

,
(x - a

, y-b,
z -c)) = 0 si F(ab

,c) = 0 etF(a, b,d) +0
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Ex4

. F(x , y,z) = Xcay +ycz + zcX-1 =00
, 1)

.

DF(0,
0

,
1) = (1

,
291

,
1) + 0

=> ((1
,
cs1

,
1)

,
(x - 0

, y
- 0

,
z - 1)) = 0

= X + yc1 + z - 1 = 0

= z = 1 - X - (os1) . y
y
-

z = f(x,y)

↑ comme avant

equation du plan tangent
·a (0

,
0

, 1) 10
,
0

,1)

Exercise : trouver y =g(x, z) t . g.
F(x

,g(x,z) , z) =0 au voisinage de 10,
0,1)

et ecrire l'equation du plan tangenta la surface y =g(x,
z) aupoint (01)



Ex5
.

F(x
, y, z) = x+ 2y+3z2 - 6 = 0 ellipsoide

-259-

Soit (9
,
6

,
c) ER3 : a+267+32 =6. 'Trouver une equation du plan tangent

a la surface au point (9,
6

,
c).

PF(x
, y, z) = (2x, 4y, 6z)/19

,
8

,c

= (2a ,

46
, 6c) + 0 Flab

, c) e l'ellipsoide

[DF(a
,
6

,
c)

,

(x-a
, y-6,

z- c)) = 0 donne l'equation du plan tangent en 19,b, c)

=> ((2a , 46,
(c)

,
(x - a

, y - b
,
z -c)) =

= 2ax - 2a2 + 46y - 462+ 6cz -6 = 0

=> ax +2by+3cz - a - 262-3 = 0 *

m
- 6

=> ax + 2by + 3cz - 6 = 0

equation du plan tangenta l'ellipsoide F(x
,y, z) =0

au paint (9,
6

, c).



Lien avec le plan tangent au graphique dune fonction .

z = f(x,x) .
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SiF(x , y , z) = z - f(x ,y) = 0= = 1 + 0 = T F(x ,y, z) + 0 f(x, y,z)onz = f(x,x)
ClasseC'

=> Si c = fla, b) = (9,
8

, c) E surface de niveau F(x, y, z) = 0

=> Par le ↑FI l'equation du plan tangent au point (a.

b
.
c) est

[TF(a ,
b

,
c)

,
(x - a

, y - b
,
z -c) = 0

= (a,
6

,4.(x-a)(-1)(z - c) = 0 F(x) =z-f
zm ↓

-a - (9
,6) c =f(a,b)

=> on retrouve l'equation(9,
6) . (x-a)- (a

,
8) · (y - b) + z - f(a,b) = 0

z = f(a , b) + (Xf(a,
b)

,
(x- a

, y-b) ⑳o



Exemple :
droite tangente a la fonction definic implicitement.
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Ex6 . F(x ,y) = x5 + y5 - 4 = 0
.

Trouver l'equation de la tangente au point (9. 6) = (2*
, 2)

(2)5 + (2)5 - 4 = 2 + 2 - y = 0 = F(a
,
8) = 0.

DF(x ,y) = (5x
-5

, 5y5)/(27
,
22)

= (5(25(2) = (5) + 0
=> L'equation de la tangente est (DF (a ,

b)
,
(x-a

, y-b) = 0

= ((, )
,
(x - 27

,
y -22))=(x-2)+(y- 2) = 0 = x + y - 2 . 2

%
= 0

=> x +y
- y = 0

z =x5 +y
=> y = 52 -X

--
z = 4

z =x5+y
=-z = 2



la courte droife tangente :
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/deniveau v) y = 52 - x

x
3
+ y3 = 4

x ·

(25
,
25)

2 ↑
l'astroide

x5 + y5 = g5



Question 17 Soit f(x,y) = en(x+ y 2) - y2- X-
- 263-

Alors sur son domaine de definition la fonctionfposside exactement

A : 4points stationnaires

B : 1 point de max loc et 1point de minloc

⑳ 2 points de max loc

D : 3 points selles.
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f(x,y) = (n(x+ yz) -yz- xz
-
D = \(x,y)E(R2 : x+ y 40)

(1) Trouver les points stationnaires.
x+y2> 0

-

S- 2x= = 0
1y = 0 = (- 2x= 0 =x= 2

,

x = E
- / = (

,
0

->

= -2y= = 0
+ x = 1 -y =(- 2(1-y- 2(-y)y = 0

=> 1 - 2(1- 2y2 +yy) - 2y+ 2y4 = 1 -2 +4yzzy- 2j+( =
= 1 +2y= 0 =y ==

x = 1 -y= 1 E = E = (2,)
,

(2
,
-2) x+ y20.

-2 => 3points stationnaires

det0 = >point selle= 2
Heflo) = (4) prextremelocal

-
Messf() =

[3-r)
det = 6-2=

-320 =maxloc
x + y2((2 = -)

= 2 + z = 1

det = 6 -2 =40

(x - y4((z
,
=)

= i -2 = 0
Hessflzi) =(i) -340=loc

=>
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Extrema lies. Methodes des multiplicateurs de Lagrange.
Theorima (casn = 2) Condition necessaire pour un extremum sous contrainte.

Scient be functions fig : EUR- R de classe Ct

Supposons que fix,x) admet un extremum en (a. 8) t E soue la contraint g(x,y) = 0
:

min
,
max (f(x, y) : (x ,y)tE etg(x,y) = 03

et
que Dg(,y + 5 pour g(x ,y) = 0. Alors it existe, IR tel que

Xf(a, b) =x xg(a,
6) => S Xf(x ,y) =xig(x ,y)

g(x ,y) = 0

Def: X est le multiplicateur de Lagrange.
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Extrema lies : interpretation giometrique
Soit g(x,y) = 0 la contraint => C'est une course de niveau

=> Xg(X,y) 1 a la course
, Rg(x,y +0

.

Xg(x,y)
↑ xg(x,y)&

Si (9, b) est un extremum local de f(x,
1)Osur la course => soitfla.

b) =0, soit g(x,y)=0
extremumDf (a ,

6) (o tangent a g(x, y) = 0) = (Tf(9,8)
, Stang) =0

(a
,8)/

localdef
surg(x,y)=0.

↓() Df(9 ,
6) 1 Otanga la courseg(x,y) =0 ↓ jga,e

() X f(a , b) est collinaire arec Dg (a,
b).

Alors on a :

S if(a , 8) = 0 ( = ) X-f(a ,
8) + 0 · Dg(a, b) ,

x = 0

Xf(a , b) est collinaire ave < +g(a,
b) <= ) Xf(a,

8) = X : Pg(a, b) ,

Me IR
,
X + 0.

=> Exe : Df(a,
8) = XXg(a,

1) - Thm de Lagrange.


