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100.... ) /n > O
-

#, x20 .
...
In <0

-

O (point selle

Proposition . Cas n = 2. Les conditions du Thm sur la matrice Hersf(a)
cont equivalentes aux

conditions suivantes
. Posom (2) d Hes

,
(a)

Alors : (a) X
,

30
,
1230= defHeftal > Oet ao. min loc

16) 1 .
40

,

120= detHesl) >O et ~ > O
.
max loe

(c) 1, 30 ,
120 on X

.
20

,
1230 detHess( (a) <0

. point selle
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Cas n = 3. Conditions equivalentes aux condition suffisantes . F de classe C
de

.

Al
au voisinage

O Soit D
,= Xf(a) = E

Hessy (a)=X Dz = det Matexz indiquelateto
Dz = det Hef(a) .

* 0
,
$20

,
A330> X, 0, 12>0,

1330 => est un point de min local

1
,
<8

,
1230

,
DeLO => X

,
40

,
12 10

,
de 30 = a est un point de max local

Autrement
,

iTD + 0 => 7) : >0 etj < 0 =>
pas diextremum local ena

S : /z = 0 = = pas de conclusion

Isans demonstration) Critere de Sylvestre



Min et max diure fonction continue sur un compact.
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Rappel: Theorie : Une fonction continue sur un sons-ensemble compactDCIR"
atteint son min et max. (

JED : f(c) = minf(x)SYED

FeD : f(z) =fPour trouver I et I it fact :

(1) Trouver les points critiques [] de f sur D. Calcular les valeurs ((c).

12) Trouver les points [dj] de min,
max de f(OD)· Calcular be valeurs fld,

(3) Choisir le min et le max de [f(c), f(d;) 3.
global

I

Ex
. f(x,y = - 6x+ 2x2y - 3 y+2y+1 Trouer le min et le max absolus def

sur le carre E = 5 - 2 = X
,y < 23

(1) Sur E = 5-2 < X , y
< 2) => Trouver les points stationnaires

- X =0tE = - Gy+ 2 = 0 =y =! (0
,
5)E

8 = - (2x + 4xy = 4x(3 -y) = 0
+ y =3kE

·x=( (0
, 5)

0 - 6

det = ( 12 +y)(6) > 8 ; - 12 +20 = maxloc sur
E

en (0, 5) .



(2) min et max def sur la frontiere deE M
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= - 24 + 8y -3y+ 2y + 1 = -3yz + 10y -23 =g(y)f(x ,y)((x ==z) g(y = - Gy+ 10 = y= 5 = (12, 5)
g"(y) = -640 max loc

f(x,y))y = 2

=

- 6x -
+ 4x - 12 + 4 + 1 = - 2xz - 7 = h

,
(x) = (0, 2) = max be

hi(x) =
-4x hi(x) = - 448

=

- 6x = 4x - 12 - y+ 1 = - 10x- 15= hz(x) = (0 -2) = max boe
.f(x,y)(y = -2 hz(x) =

- 20x ,
h2(x) = -20

Lecoins : f (=2
,
2) = - 24 +16 - 12 + 4 + 1 =

- 15

f(zz
,
-2) = - 24 - 16 - 12 - 4 + 1 =

- 55
global- absolu

13) Comparer les valeurs def aux points trouves

f(0, 5) = - 3 . g + = + 1=] max global sur E
20f(2,

5) = g(5) =- + 5 - 23
3 - 55

=> F(0. 5) =# est le max absolu

f(0, 2) = h
,
(0) = - 7 de f sur E

f(0,-2) = hz(0) =
- 15

f(2,
-2) =

-55 estle min absolu
f((2,

2) =
- 15

f( = 2
,
-2) =E min global surE

def sur E
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f(x,y) =
- Gx+ 2x-y -3y+2y+1

-maxglobae
&

-
max los

sur (x , -2)

↑-
min global f (=2 ,

2) = -55



34.
10 Theorize dis fonctions implicites.
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Function clicite : une dependence f = f(x) qui est definiepar une equation .

imy
Question : Est-ce que l'equation F(x ,y) = 0 definit une fonction y = y (x) ?

Ex1
.

F(x
,y) = X + 3y = 0 define une fonction y = f(x) EXERR

y = f(x) = y = - X VxER
X = -34

On a cussi x =g(y) = x =
-3yfyE

y= -x

Ex 2. F(x, y) = x+y
2

- 1 = 0

Soit (9 , 6) Ecerce : a+6:1.

Si 60 = y=x au voisinage de (a . b) b > 0

Si 810 = y
= -Hau voisinage de 19,

8) : 800S : 6 = 0 = deux solutions pour chaque x

dans un voisinage de (11, 0)
On he peet pas avoir none fonction y =f(x)

du voisinage de X= 1
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Ex 3
.
F(x , y) = 1 - yl" +xh" = 0 = y

= f(x) autour d'unpoint donne (0,
1) ?

Parfois on we peut pas recondre l'equation explicitement.

On peut considerer F(xy) comme une fonction de 2 variables de classe C
*

(IR)

qui definit une surface z =
F(x ,y).

On considere l'intersection de cette surface area le plan z = 0.

La course offence s'appelle la ligne de niveaus de F(x
iy) a z = 0.

Def. Une surface (ligue) de niveau disne fonction F(xyiz) (F(x ,x)

est la surface (ligue) difinie par l'equation F(x,x, z) = C

(F(x, y) =CER)
*le niveau
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Ex Cartes geographiques
Courbes dialtitude en cartographie
sont des ensembles des points -380m

sitres en meme altitude
-
360m

z = f(x , y)
1380mfunction altitude &

=> lights de 360m

js
=nireall * lights de niveau
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Ex 3

.
F(x , y) = 1- yl" +xh" = 0 = y

= f(x) autour d'unpoint donne (0,
1) ?

F(x
,y) = 1-ye*xex

&
F(x

, y) = 0 - la courbe de niveau =

= le graphique de la fonction y = f(x) (siele existe
difnie par

F(x
,y) = 0 an voisinage d point donne

F(x, y) =0.
Frai

Sin10, 1) E course de niveau : 1 - 10+ 0 .e=0

Alors on cherche l'information par rapport ↑ ↑
y =f(x) z=j

a la function y = f(x) telle que
->

X
F(X

, f(x) = 0 pour
fout x au voisinage de 10

,
1).



Quelle information peuton obtenir done fonction define implicitement a
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Theoreme des fonctions implicites.
Theorime F : E+ IR une function de classe C'au voisinage de a

= (a
, ... an)tE.

n22
<" telle

que (1) F(a) = 8

(2)(a) + 0
Alors il existe un voisinage B( ,

8) de = 19, 92
._

an-1) EIR" "et une fonction
J: B(

,
d) + IR telle que

(1) an = fla.....an -1)

(2) F(X
,
Xz

...
Xn-1

, f(x, . . .
.xn+)) = 0 F(x

. . . . x - 1) E B(a, d)

De plus , f est de classe C'dans un voisinage de
a

,

et on a

-(3 ( ... xn)= #peSl ....n - 17



Cas particulier de FI : dux variables .
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Soit F(x, y) : EXPIR de classe Ct
,

telle
que F(a,

b) = 0et(a,
6) + 0

Alors l'equation F(X, y) =0 difnit localement autour de (a,6) une fonction
y = f(x) telle que (1) f(a) = 6

courbe de niveau deF(xi)) (2) F(x , f(x) = 0 pour fout x dans un voisinage de x= aYNXF(a ,GI ↓ F(x,y)
=j

&

=
(3) f(x =-

on peut calcular f'(a)
19 ,
6,

XF(as
,
Ga)

=
sans savoir la formule

(azba)
(ayb3)8-- explicite pour f(x).fu GπF(acb2) =
0 la condition du Thm n'est

pas satisfaile
> y = f(x) n'est pas Sien difenie

& + 0 => y = f(x) est*Sien definie : 8 (a
.
6)+0 = Jy =f(x) +. q .

F(x
, f(x)) = 0 au voisinage

de (a
,

b).

=> F(x, f(x)) =0 au voisinage de x = a => F'(x
, f(x) =0

(i)=f = 0x

an voisinage

=f = -(3) de
de X= a



Ex 3
.
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F(0, 1) = 1 - 20+ol= 0 ~

Suita
z =F(x

,y)
une fonction y = f(x) telleque F(x,f(x)

=0 ↓
an voisinage de x= 0 et trouver f'CO)

= -2 +x" (1) = - 1 + 0 = *FI est applicable
% 10,1

=Fy = f(x) au voisinage
de (0 . 1) : F(x , f(x) = 0 S

et f(x) ==-(x ,y ↑
=

- E+ e = f'(d y =f(x) tangente z= 0

y = 1+ (2-1)x
Equation de la tangente aupoint (0, 1) a la courbe y = f(x)

y
- 1 = ( +e)(x - 0) = y = 1 + ( -1)x

y-yo = pente(x-Xo) pente = fixo) an point (x0 , %)



Cas particulier deFI : trois variables.
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Soit F(x, yz) :E + R de clare Ct
,

t
. q.

Fla
,

b
,
c) = 0 et

(a,
b, 0

Alors il existe localement une fonction z = fixix) telle que
(1) fla.

b) = c

(2) F(x, Y . f(x ,y) =0 pour
tout couple (x,y) dan un voisinage de (a. 8)

13) =-



-25/-

QIG

L'equation F(x,y) = sin(x +y)c(x -y) - z = 0

A definit au voisinage de (x,y)
=(#) une fonction y=g(x) avec latangene x = -X+

enx=

⑬definit au voisinage de (x14=) une function X = h(y) avec la tangente x=* ex=

C definit au voisinage de (x1X=) une fonction y=g(x) avec latangent y = x -
en X=

D definit au voisinage de (x14=) une fonction X= h(y) avec la tangente X = F+)

en y=
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F(x

,y) = Sin(x +y)c(x -y) - E = 0 (x ,y) =(,)
.

F() = sin()cos() - E =E - E = 0 ok

& () = (a)(x +y(c)(x-y) - Sm(x+y(sin(x -y) = c)(x +y + x-y) = x(2x))T= = 1
-

*p

(*) = (a(x +y)((x-y) + Sin(x+y(1in(x-y) = c)(2y)(y=c
= 0

=> jx = h(y) mais pas y =g(x) ->#

L'(x)=- 0 = la pente de latagetel is
en (F) est 0.

=> equation de la tangente
x- = = 0(y- F)
x = I = B


