
Analyse I
Section IN/SC

Printemps 2025

Anna Lachowska



- 1-

Chapitie I. Equations differentiells ordinaires.

51
.

1.
. Definitions et exemples.

Dif Une equation differentielle ordinates est une expression
E(X

, y , y , ... ym)) = 0 (x)

on E est une expression functionnelle ,
neN

+, X
= y(x) une fonction inconce dex

Def Une solution de l'equation differentielle
est une fonction y :FtR de classe Ch cur un intervalle ouvert ICR

telle
que l'equation donne est satisfaite Exe I.

Soit E(x
, y,

...y) = 0 (x) equation differentielle (ED)

Def La solution generale d'une ED est l'ensemble

de toutes les solutions de l'equation differentielle .



Ex1
. X = y(x) ,

XER telle
que y=0 FXER
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y(x) = C ou(CIR ExER = I = R

y(x) = 1 solution particuliere FxEIR

Y(x) = C
pour

#CER sur IR est la solution generale.

Ex2
. y" = 3

=> y(x) = f3dx = 3x + 21 FGER FxER

= y(x) = ((3x + c)dx = Ex + G
,
x +CFG

,
GER FxER =I=R

solution generale sur IR

Ex 3
. y + y =0; = y = y = (Y()) = - 2- "une solution sur IR

y(x = 22 +

= y(x) = - Ce " = - y(x)
la solution generale sur IR



Terminologie Soit E(X
, y.

...y) = 0 (*) Equation differentielle (ED)
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Def Un nombre naturel n eN+
est fordre de l'equation (*) si n est

l'ordre maximal de denies de y (x) dans l'equation .

Dif. Si (*) est de la forme G(x)y+ a, (x)y+ az(x)y"+ ...

+ an(x)ym) = b(x)
alors l'equation est dite linexeire

,

ou Ai(X)
,

S(x) cont des fonctions
continues.

Dif. Si l'expression (*) ne contientpas deX, l'equation (*)
est dife autonome.
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Ex4

· (a) (2sinx) . y + x y) = cax Equation linaire d'ordre 1

(6) y - y" + y
= 0 ED dordre 2 autonome

(2)y"+ 3xy = ex ED linaire d'ordre3

(d) 2xy = sy + y)
ED dordre 1



Equation differentielle a variable separes . (EDUS)
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Ex1 et Ex2 sont de la forme y = f(x) on f(x) est une fonction continue
sur ICIR

=> on peut resondre cotte equation por integration.
Un autre type dE.

D resoluble par integration :

Def. f(y) -y =g(x)
est une EDUS our

f: I- IR est une fonction confine sur I <I

g: - Rest wre fonchon continue ever JCIR.

Une fonction y : 52] -I de classe C satisfaisant
l'equation f(y) -y = g(x) est une solution.

Explication : f(y) & = g(x) =" Sf(dy = Sg(x)dx
-

seulementyseulement x

↑ -
variables separes
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Ex3. y = -y . Equationa variables repares
"

F
EDVS = - 1 = (4 = f1dx
our J-0

,
01

et Jo ,
0[

=> (n(y + 2, = - x +2=((y) = - x + C
,

CER

(y) = ex
+ C

= &" = Ge
C > O

,
aussi y( = 0 est une solution

on CER anditaire

XE IR



Problime de Cauchy - 7-

Def. Resoudre le problems de Cauchy (ED avec des conditions initiate

pour dequation /E(X
,y,y' · y() = 0 C'est de trouver l'intervalle onvert

ICR et une fonction y : It IR de classe &(1)
,

telle
que-

Elx, y ... y() = 0 surt etM= 60 , y (x,) = b,
... y'(x2) = ....

etc

conditions initials

Une solution down probleme de Cauchy s'appelle une solution particuliere
Le nombre des conditions initiale depend du type de l ED

Def Une solution down problem de Cauchy est maximale si
elle est definie de classe C sur le plusgrandintervalle possible.
Plu generalement ,

une solution dinne ED est dite maximale
s'il n'existe

pas
dintervalle plus grande on la mime fonction donne ze solution.
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Ex 2. Recondre le probleme de Cauchy pour y" = 0 avec he

conditions initiales y (0) = 1
, y (0) = 2.

y" = 0

y = G = y'(x)

y
= Y(x) = Gix + C2 Solution generate

Or : y(0) = 22 = 1

y(0) = 2 = 2

Solution particuliere : y(x) = 2x + X REM

Il s'agit de la solution maximale du probleme de Cauchy.

Exercice : Y"= O aree be conditions : y (0)
= 3

, y(4) =

1

.

y = C
,

FC
,
ER

, y = 2
,
x + 22 FCGEIR

,

FERR
solution generale

y(0) = 22 =3
, y(4) = 24+ 22 = 3 +24 = 1 = 24 = - 2

,
2 =-

=> y(x) = -EX +3 solution particuliere
,

sur IR.
Aussi la solution maximale.
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Theoreme (Existence et unicits dirns solution de EDVS)
.

Soit f: I --RR une fonction continue telle que fly) +0 Fy I

g
: ] + R une fonction continue ·

Alors pour boat couple
(otJ

,

bot])
. L'equation fly.y =g(x) (**)

admetwre solution
y : J'c -> I verifiant

la condition initiale
y (x . ) = %o

Si
y: 3,
+I et y2 : 3 + I sont deux solutions

telles
que y, (x0) = Y2(x0) = 60

,

alors y, (x) = Y2 (x) pour fout xJ.
15

(demonstration la prochaine fois).



Ex
.

EDIS : Xy = e (Probleme de Cauchy : y (2) = 03
.

+0-

f(y) .y =g(x) : e +Y = * f(x = e
*
surIR

,
f(y) +0

= Sedy =S g(x) =(2 fur 3- 5
,
0/etjo

,/

= - -Y =
- ( + c = " = Y - C

,

C = -y = (n(t -C)
y = - (n(k - c) = ilfaut * -20 *

(1)(30 = 2x8 = X([e + x0 =x]2

(2)2 = 0 (30 = x]0
, 8)

,
c = 0

(3)(20 ·xt <1 => x0 ,
xxt = x]0,010Ix(0x( = x ] -

0, 0

y = - (n(t) = enx
,

xe So
,
8/

& y = - (n(k - c) ,
xej0, 0

y = - (n(- - c)
,
xt] - 0

,to
la solution generale

y =
- (n(*- c)

,
x]0

, 01,



Verification : y
= - G(k - c) = y = - Ti)=

x y = Fc = e = eh(c)v

Condition initiale : y (2) = 0.

y(x) = - (n(t - c) = 3 y(2) = - (( 2 -c) = 0 = - 2 -c = 2

= c =
- 30. .

= y = - (n(k + z) ,
x j- 8

, 2) = 3- 0
,

- 8) S

S

lim - In(k +3) = - In = (n(z)
S

I
X+ 2

I

him - (n(k + 3) = + a y(x)
X+ - 2 in

S

------- h()
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Methodes de demonstration. Raisonnement mathematique .

Def. Une proposition est unnonce quipeut etre vrai on faux.
Ex (a) Il existe une infinite de nombres premiers. rai

(6) cos(2x) = 2cox ExeR Faux

() Ourrez la porte ! N'est pas une proposition.
Def. Une demonstration est une suite d'implications logiques
qui sert

a deriver la proposition en question a partir
des axionee (propositions admises comme voaies) et des propositions
prealablement offences

-

Methodes de demonstration

Methode 1
. Demonstration directe :Pimplican se Q

conditions
axiomes, proposition

donnees
propositions disire

connues



=
I

Ex1 Demontrer que g(x) = (x)
**

(cosx · In (x) -1)0
casx > 0

(ax)
* (cosla (cox)-) 0 = cax .C(cosx)
~ CX30
38 CosX >0

In(cex) tanix => Frai. la proposition- -o
<O caX1 originale est vrai !

C'est une demonstration" fallaciense !

Si P
,
Q deux propositions tellus

que
P =>Q et Q est vrai.

cela n'implique par que Pest vrai
!

Ex : -2 = 0 faux . 0 = 0 .

= 0 vrai

Dim : 0 < CaX11 sur I => (x)> O
,
In(sx)20.

=> cos · In (cosx) = 0, 0 = cax . In(a)
= (ox)(caxIn (20x)-)0x



Methode 2. Raisonnement par contrapose
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P = Q =) nonQ => non P

implique est equivalenta -Q =3 - P

↓Ex2
. Siestirrationnel ,alorsrest

aussi
irrabonne.

Supposons que =ave abe

=> r= rest rationnel
-Q E-P Par contrapose

, PEQ /I


