ANALYSE I

COURS 18



Point historique. James Joseph Sylvester 1814-1897 était un mathématicien anglais. A l'dge de 14 ans il est
accusé d'avoir poignardé un camarade de classe. Plus tard, il invente le mot matrice.



= Rappel (Formule de Taylor d'ordre 2 autour d'un point).
Soit un ouvert & C R" contenantunpointa € Eet f : E — Rdeclasse C°(E).

Alors f s'écrit
f(@) = Pafa(@) + £ (lz — ).

avec le tel que

Pyfu(®) = f(a) + (Vf(a),2 —a) + _(x — a) Hess f(a)(@ - a).



§ 4.9 EXTREMA D'UNE FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES

ALl

= Définition (Point stationnaire)
Soit E C R"et f : E — R.Alorson appellea € E un pointstationnairesi V f(a) = 0.

Exemple 1 (Point stationnaire unique). Exemple 2 (Plusieurs points stationnaires).
Si f(z,y) = z° + y%alors Vf(z,y) = (2z,2y) Sif(z,y) =z alors Vf(z,y) = (2z,0) s'annule
s'annule uniquement au point (0, 0). aux points (0, ), Vb € R,




aa Définition (Extremum local).
La fonction f : FZ — IR admet un (resp. ) au pointa € E s'ilexiste0 > 0 tel

que pourtoutx € £ N B(a,d)ona (resp. ).

Proposition (Condition nécessaire pour un extremum local).
Sia € F estunextremum local et V f(a) existe, alors @ est un point stationnaire (V f(a) = 0).

Démonstration.

Soitgi(w) — f(al, Y o 7 J T /3 4 ¥ I an).

Par nos hypothéses, g; (a; ) existe et g;(x) admet un extremum localen = a, etdonc g;(a;) = 0.

Vu que 22 (@) = g;(a;) = 0, et que l'argument s'applique pourtouti = 1...,n,onaVf(a) = 0.

dz;

Remarque. Réciproque fausse. Vf(a) = 0 =% a estunextremum local.



A Définition (Point selle).
Un point stationnaire qui n'est pas un extremum local est un point selle de f.

Exemple 3 (Point selle).
Si f(z,y) = z° — y?,alors Vf(z,y) = (2x, —2y) s'annule au point (0, 0), mais c'est pas un extremum

/\




) Remarque. Soitc(t) = @ + tv pourv € R™. Sih(t) = f(c(t)) admet un minimum au point 0, cela

n'implique pas que @ est un minimum local de f.

0.0 7

T

Exemple 4 (Minimum par droites).
Etudions f(z,y) = (y — 2%)(y — 22*) autourde @ = 0, selon la droite
c(t) = t(u,v).
h(t) = (tv — (tw)”)(tv — 2(tu)”) = t*(v° + q(t)),
R'(t) = 2¢(v" + q(t)) + ¢ (t),
h'(t) = 2v° + 2q(t) + 2tq'(t) + t2q" (¢).

Onaqueh’(0) = 0eth”(0) > 0etdoncO estun minimum local de A.

) Cependent selon la courbe quandt # 0 on a des points

proches de (0, 0) mais tels que

f(é(t)) = (th - t2> (gtz - 2t2) — —it‘l < £(0,0).



«& Definition (Point critique).
a € E estun de f : E — Rsia estun point stationnaire (V f(a) = 0), ou bien au moins
une des dérivées partielles de f n'existe pasen® = a.

w Théoreme (Condition suffisante pour un extremum local)
Soit f : E — Rdeclasse C%(E),a € E un point stationnaire, et \; les valeurs propres de Hess f(a).

e Vi,\; > 0 = a estun minimum local.
e Vi,\; <0 = a estun maximum local.
e J7,jtelsque A; > 0etA; <0 = a estun pointselle.

Question. Quelle est votre intuition des valeurs propres?



Résultat du théoreme. Les Hessiennes peuvent nous dire si un point est un extremum local.

flyy)=2+y°  flz,y)=—2° -y f(z,y) = a° flz,y) =2" —y°




> Esquisse de démonstration (Trouvez les imprécisions!)
Le théoréme de Schwartz =—> Hess f(a) est symmétrique = Hess f(a) est diagonalisable.

on écrit Hess f(a) = ODO'" avec O orthogonaleet D = diag(Aq, ..., A,).
De maniére équivalente,ona Hess f o O ' (a) = D, un changement de variablesy = O ' .

Par la formule de Taylor de f(y) dans un voisinage de @, on peut ecrire de maniere approximative

fW) = @)+ (Vi@)y - a) + 5 3 5 b (@)~ a) + (Jy - al)
~ f(a) + % Z Xi(yi — a;)?

DoncsiA; > Oona f(y) > f(a),Vy dansunvoisinagede @ = @ est un minimum local de f.



P (Conditions équivalentes sur Hess f(a),casn = 2)

La proposition suivante s'applique a toute matrice symmétrique, donc on note H := Hess f(a)

|
N\
w3

1AM >0,A >0 < detH >0etr >0
2.0 <0, A <0 << detH >0etr <0
3.sgn (A1) #sgn(A) #0 < det H <0

Démonstration

Le déterminant et la trace de H sont invariants par conjugaison. La diagonalisation H = ODO " donne
alors

rt — s* =det H = det D = A\ )\
r+t=TrH=TrD =X + \.



Suite de la démonstration.

1. (== )Supposonsque A\; > 0, Ay > 0.
Immédiatement,onaquedet H = A1 \y > 0.
Ensuite, \{ Ay = 7t — §*> > Odoncrt > s° > 0 = 7 ett sontde méme signe.
Deplus, Tr H = A\{ + Ao =7+t > 0.
On conclut que 7 doit étre strictement positf.
( <= ) Supposonsquedet H > Oetr > 0.
Alorsdet H = A\ A9 > 0 = A; et Ay sont de méme signe.
Ensuite, \{Ag = 7t — s* > Odoncrt > s* > 0
Mais” > Odonct > Qaussi =—> TrH =r+t =X + X > 0.

On conclutque A1 > OQet Ay > 0.
2. @ En exercice &
3.det H < 0 < A1 \9 <0 <= Aj et Ay sontdesignes opposés.



*. Théoréme (Critére de Sylvester)
Conditions équivalentes aux conditions suffisantes dans le casn = 3.

soit f € C*(FE) au voisinage de a, telque V f(a) = 0.

Soient A B—Fjé }‘3' % \
A1 = det Hess,, f(a) s (2) % e Jf:—
A L) = 1 1
Ay = det Hess, , f(a) f A, T%?ﬂ%ﬁ_ F%EE 3}(—1
As = det Hess, , . f(a) S/
;"" 2 ?’ﬁ%f_:, ¥y N, E'*:I{Ez
Alors

1.A; >0, >0,A3>0 <= A1 >0, 3 >0,A3 >0 <= aestunminimum local de f,
201 <0,Ay >0,A3 <0 <= A1 <0,X <0,A3 <0 <= aestunmaximum local de f,
3.Autrement Az # 0 == d\; > 0etA; <0 == aestunpointsellede f.



. Exercice (Trouver les points critiques, déterminer leur nature)
soit f(z,y) = y° + 3y* — dzy + z°. Alors f € C'°(IR?) donc tout point critique est stationnaire.

2 —4
_ (_ 2 _ —
Oncalcule V f(z,y) = (—4y + 2z, 3y* + 6y — 4x) et Hess f(x, y) (_4 6y + 6)'

2 = 4y T = 2y
VI =0 = 52 rey =4z y(3y2)20/\

On étudie les points stationnaires (z,y) € {(0,0),(4/3,2/3)}.

Hess £(0, 0) — (_24 _64) s det.—4 < 0

—> Pointselleen (0, 0).

Hess f(4/3,2/3) = (_24 IS) —> dét.4 > 0

— en(4/3,2/3).




