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Rappel: RRERSFiglalF(J
hm. Scient g.h : IBR fonctions confinement drivables ,

et

F: xE- > IR telle quefest continue sur I.

*verts

Alors F(t)
=gf(x, tidx

est continuement derivable sur I
,

it on a:

F'(t) = f(g() , +) g(t) - f(h(t),t) -h()
+I
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Ex. x =? Jax ne sexprime pas en fonctions elementaires.

in =0
23-/

gdx = I = I's)=
I

(xdx =(,
x
*+ 1) = m = ['() = a

25 - 1

=> I() = In (d + 1) + C ; On sait
que
I(0)= Idod

= I(0) =((0 + 1) +2 = 0 = 2 = c = 0

= I(t) = be(b + 1) = [(z)= x = en(1 +1) = 22
2- 1

No



34. 8 Formule de Taylor. - 212-

hm
.

Soit f : ERR de classe CP+ au voisinage de aE

Alors il existe 830 tel que pour fout xBla,/E il existe
DcQ11. telque

f(x) = F(0) + F'(0) + zF"(0) +
...

+ 4 F()(0) + ETF(P
+P(G) a+ t(x-a)

on F :I+R
, F(t) =f(a+ t(x- a) Flof%0

, 1] F(1) =f(x)
Explication : f(x) = F(1)

,
f(a) = F(0) ; F(t) de classe C

**
surI

Analyse I = la formule de Taylor pour
F(t), fonction d'une seule variable

=> F(f) = F(d) + F(0) . t + -F"() t+... + F
*(0)tP+) !F

+(o)EPtetett
↓ t = 1

= f(x) = F(d) + F(0) + zF"(0) +... + F(p)(0) +j))F(P
+(0)02821

"f(a) #

Remarque. F'(0) =timut() - fla)
=Df(, (a) = (f),=
derive directionnelle

f(x) = F(0) + F'(d) + zF"(0) + ..

+ j F((0) + b reste
le polynome de Taylor def d'ordre p au point a.



En particulier, Cas n = 2. = (a, b) ; X= (x
,X) . f de classe C**, p22.

- 213-

f(x , X) : E- R
,

on cherche le polynome de Taylor dordre p autour de (9, 8).

F(t) = f(a + +(x-a)
,

6+ t(y - b))
.

Trouver F(t)
,
F"(t) en fermes def.

F(t) = fog() , f:R- RR g : R=& g(t) = (a + +(x-a)b+ t(x -b))T
=> F'(t) = J F(t) = Jy(g() - ]g() = ( )(9:(t)
= F'(0)=(a

,
b) . (x -a)+(a

,
8) . (x- 8)

g2(t))=
(x- a) +g7( - 6)

.

p
It

FH) =? F(t)=t)+git)git)=git+H=

Y

↳

Elgilgit
g ,
(t) = a + t(x-a)

hun de Schwartz f de classe CP,42. 3 g! (f)
= x -a

g , (t) = 0

F"(0) = (x -a) +2y(x-a)(y- b)+( - 6)2 gz(t) = b+ t(y - 8)

gi(t) =y - b

ge"(t) =0
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F"(0)= (9, 6) . (x-a)+2y(a,
b) . (x-a)(y- b)+(a, 6) . (y -6)

1 2 ↳

D'une facon similaire ,

on obtient :

FB(0)=3
. (x-a) + 320j(x-a)y - b) + 3 p(x-a)y-97+%(-83
1 3 3 I

Les coefficients binomiaux C=port!
=> F(p)(0)=h(p(x-a)Y(y- b)p

-k

Souvent on utilise l'approximation de Taylor dordre 2 :

fa(a)+
+ E((((x

, y) - (a,6)11)
autour de (a

,
b).

E reste
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Ex1 f(xiy = ycox + X siny .
Trouver le polynome de Taylor dovdre2

de f(x,y) autour de (TT
,
0).

Pefto = f(a,b)+( . 01 (x-a)+(, 014y- 1) + 2019, 3)(-a)+ 2 oy(a ,
3) .(x-a)(y-b) + o 2(a , 8) . (x-3)

-yaix +my =0 = X +xy(0) = - 2 +π

-ya = 0=-Y =0 = -six+cy(0)
=

7

-

= Paf(d)
= O + 0(x -+) + (π-1)(y - 0) + z(y . 1(x-)(y -d)=(x)y+(x -π)-y

=

- y + XY
Autrement: Soit S = X -T = x =Se =

petif

f(x,y) = yeax +X1ny = yx)(π+S) +(n+3)2iny = y(cS - 1mTes) + (π+S)ein) =

Fo

- x(coss) + (π+S)eyPE -y(1- 2) +(+ + 3) -y = - y+ X

=Ex
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Ex2 f(xiy = cos(e ***+ X- y) .

"Trouver le polynome de Taylor dovdre2
-

de f(x,y) autour de (x , x = 10
. 0).

Par les DL (x
,y) autour de 10

.
0). Notation : E(x

,y : Gm =0

cos((*+ y + x -y) = cs(1+ x+ y +(x+y)
2

+ 2(x,y) + x- y) =

= cos(1 +2x + z(x+y)2+ 3(x,y)) = cas(cos(2x+ z(x+y)+ E(x ,y))- xn13m(2x+ t(x+y(+E(x
,
y))

= cos1 (1 - z(2x))) + E(x,y)2 - Sin1(2x+(x+y()
=>

P2f(00) = cos1-20s1 . x - 212x - Eem1(x2 +2xy + yz) =

=Cos1-2sin1 .X-(2cos1 +Esin1) X2-ESin1 : /2-sin1 XY

Paf 10,0

Exercise : Obtenir le meme resultat par la formula de Taylor avec

les derives partielles.
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Ex3 e
*Y Polynome de Taylor dordre 2 autour de (1

,
2).

X=
- 1+t

, y = 2 + s t s petits.
F(t ,s) = e

+ ++)(2 + s)
= e-etDL pour &

J(ts) = e (l + ( s + 2+ ++s) + 2)- s + 2+ ++s)) + E(t ,3)

Pf(, 2) = e (l - s +2t +1 + s+2t
-

-2st) =

=+ 2(-(y - 2) +2(x + 1) + E(y -2)2 + 2(x+ 1)2- (x+ 1)(x-2)
.



C
g(t) = )== F=+

F(t)= f(g, (t),gz(t),93(t)
=> F'(0)= 19

,

b
, 1)(x -a) +G, (, 6,% . (y - b)+z(, b, 6)(7 - c)

........

F(0)
.

Exercice : ecrive le polynome de Taylor de f(x,y, z) dordre 2 autour de (a
,
b
, c)

-
Pef(a ,

b
, c) .

-+ E(1)(x,y,
z) - (a,

6
,2)(17)

2 Methodes

.LaformuldeaylorenplusieursvariableaAnalyse 1
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Ex4

. f(x, y,
z)=2)

X + 1
,

Prover P2f10,0
Methode DL : X

, y, z
sont petits autour de 10

.

0
.
0).

+x = 1 + x + x* + E(x) ; cos( = c() =1-

P2f (0,
0

, 0) = (H x+x)(1- j(y+2z)) = 1 +x +x - z(y2+ 4yz + 422) =

1 +x+xz -[yz - 2yz = 2z2
↑

eff

=
100

= 0

Exercise : Verifier la formule obtenne
par
le calcul de derives partielles

Methode 1
.

directe mais fastidiense :
calculus les derives partielles eformal

de Taylor multivariable

Methode 2 efficace mais necessite un traitement soigueux et
la maitrise de DL .
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Question 15 f(xix= Six Le coefficient de (x- dans

le polynome de Taylor d'ordre 4
autour de (x

,
x) =(

, 0) est

A.

B.
C.

D. 5
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f(x) = s(xY
Le coefficient de (x- dans

Puf(, 0) .

le polynome de Taylor d'ordre 4
x = E+ t = t =x-

autour de (x
,
x) =(

, 0) est petit

(()=tens
-F+&(SY)
= Pf = I +( - 1

S4 = ((x - E) +y" = (x- z)"+ 4(x-)yy+ 4(x-z)y3+y4

=> le officient de (x- dansf(0) est 6=



Le Laplacin divene function de classe C2.
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Def. Soit f : EXPIR de classe C sur E.

La fonction Af : E - IR

1) f(x ... xn)= est le Laplacin de 7-

Ex1
. f(x, y) = e

* +y
+ 2x2y

% = e
*+

+ 4xy = e
** "

+ 2x2

=***+ 4y = ex

=> Af(x, y) = 2e
* + y

+ 4y

Exercise : Exprimer Af(x,
x) en cordonnes polaires (voir cours 17

,p .

200

et Serie 9).



Def. Une fonction telle que If
= 0 sur ECR s'appelle harmonique .
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Ex 3
. f(x, x) = x = - y2 : /R -> R g(x ,y) = x+y2 : R --R

= 2x, = -2x = 2x, = 24

Af(x, y)=+ = 2 - 2 = 0 Ag(x, y)= =2 =4

fast harmonique ear IR g n'est pas harmonique
Une fonction harmonique sur un domaine compact atteint son min et son max

sur la frontiers du domaine. (Sans demonstration

maxt- -
-

↑ ↑muf
minif ↑

fonction harmonique.
n'est

pas harmonique


