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5 Fonctionsa valuers dans IRM
,

m21. La matrice jacobienne .

-182-

Def. Plus generalement ,

on pet considerer les functions
J : EC"- R a valeurs dans IRM

Fle
[m composantes

Chaque composante f: est une fonction reille
de n variables relles.

Exemple . f : 12 => &R
, f(x,

y) = sin(xy)

=> Df(x,x) = (*Myf (y)

(xf(x ,x))T : IR2- IR" champs rectorie
(Pf(x))4
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Def La kieme devive partielle de f :EIM
Si chacure des fonctions f. ... for admetestlast la dirvee partielleen a par

composante

Dif. Soitz
.

La derive directionnelle de F: t - /R
*

suivant enE
dif Dfilair)
=

Dftesta s: Dfilae existent pour touti,

XEE

I I
IR &Dfm(r)

Def J : ERR &

admet TER
*

pour
limite CorsqueEa siFacO500

tel que
O <IX-Illin = => 11f(x) -Ell

,
m
= E

=

)
Prisque FeelinEn particulierhim F S #-(,7+...+mx)-(m)

>

Infm( * petits ->



Def F : E-Rm est drivable au pointE s'il existe une transformation -184-

linexive [a : /R"-> IR* et une fonction 5 :E-1RV telles que
ethi = 0Abdifferentielle deFen

cIRh

Proposition F= (f, . . . fm) : E -> IR
*

est drivable enc e E si etseulement si

chaque composante fi: E- IR est drivable encE Fi = 1 ... m
.

Lati) = Latit on FcRE 0
,
Liatt est la differentielle( *)Er de fi calculse en a et appliquee e

Liat) =Dfila) = (Dfi(a) , i) EIR
(m, (v) puisque la limite se calcule par composante

La matrice Jacobienne.
LIRh

Def Si F : E + R
&

posside toutes les derives partielles en acE
,
alors

sa matrice jacobienne (matrice de Jacobi) est difinie comme suit :



I Ifita)
-185-

- Xfz(a)I ; I = I
Xf, ()

IJD ... ( ifm()I

↑

↑ ta

Remarques (1) Si Fest dirivable enE,
alors Jjta) = Late Late ... Laten

puisque Pfical = (iale) .... Lian)i => L
2

,
a (,)( ! I

Lma(e)
.

...
Lmalen

La matrice Jacobienne = la matrice de la differentielle dif. en base (
... In)

(si fest drivable en )
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(2) S : Fest drivable ,

alors DFtz) =I
/(Df, (a),)

=
Dif. Lorsquem ,

on definit le determinant de Jacobi (le Jacobien).
de F = (f. . .. fn) en :

13 (a)) = det]f()d det fical. (a)
stations I: &iIn

(a) ... notation dans (DZ].
O X

,



Ex1
. Soitg(xyy) = (Df(x,x)

*
on f(xy) = e* = g(x, y)=2Ne IR-IR( S

-187-

Alors la matrice jacobienne de gen (x,4) est

=(exe3g(x ,y)= S=
Exercic : Calculer le Jacobien dans Ex

.

1
.

13g (x ,y)) = (2yx" +(4xy)e
***Y

- (4x2 + 8xy+xy)2
*

=

= (- Gx +y - 4xz)e
**Y

Remarque. D'apres la definition on a pour
toute fonction f:R de classe CsurE

J(f)+ (x) = Hess(f)(x)
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54
.
6. Application des matrices jacobiennes : derive dune fonction compose.

hm. Soit i : AIRP
, g(A) < BCRP ; F : BY IR

Fog : REIR" EIR
Supposons que =A , =g(a)eB ; Soitig drivable en a avec la differentielle Lag,
Fest drivable en 5 avec la differentielle LiF
Alors Fog = F(g(: ) est drivable en a et on a:

RP- IR9 IR"=> IRP

comp .
desfonctions comp.

des transformations

(1) [Fig) = [Fag

I
· 3) =

Ilinaires

(2) Jig() =Jetga]g()
9 3j - Jog 9

h

T ↑
matrice qxn gxp product pX

matriciel

13) Sin = p=

g -

-

1Jjog()) = 155 (g))) : /Eglas) .

P



Idie : J(g(x) = F(g(a) +(a(g)(x- a) + Fg(x) = /Fu + diviable ent=gla)) =

- 189-

T

gestdivable en z

= F(g(al) + Lof((a(g)(x-a) + Fg(x) + =(g(x))= F(g() +Lef((ag(x-a)) +Lfig()) +

-Linearite delif (Lefo Lag) (x-a) petit
↑Eg(x) Corsque llX-all-0 => 115()-g(a)))-O est dirivable en =

continue en a.

petit
=> fog est dinvable en a avec la differentielle La (Fog) = Lycasfo Lag
Ex

.

2
.

n = p = p
= 1

. f: (R =R
,
f(y) = cosy ; g

: /R ->1
, g(x) = x + X

REIREIR fog(x) = f(g(x)) =f(x+ x) = c)(x2+ x)
.

Xy

Soit a f /R = > Jg(a) = 2x + 1(x=a

= 2a + 1 = g(a)
Soit b =g(a) = at+ a = Jf(b) = -

Siny(y = a
-
+ a

=
- Sin(at+a)

gas,
= (fog)'(a) =

3f((a)) -g'()
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Resume sur les matrices jacobiennes .

(i) Si [ : /" -- R
*

=> [() = (i) =JT(x) =

(2) Sig : -R =Jg() =g() =()
(3) Sig : R == Jj(x)=& (

gm(x)

(4) Sif : R = 1 = Jf(x) = Pf(x)= = f) la dinvee def.

i
·

--

Sin = p
= Jy(a) carre et inversible => JF(g() = JFog (2) · (Jj(n))

=



Ex 3
. f: (R= (R

,
f(x,y) = Xy ; g : /R=R2

,g(r) = 1 Sha)
- 191-

REFR
Jfogluir) ? Fogle) = usincusing-

fog

Jf(x ,y) = xf(x , y) =

(2xyx)/e
= (use sin) = Ifgl

Jg( ,
v) =

(cr)
Femi TgMi) = (ueinzes since) (cosse 0) =

Canzenza + sirginia unevsivin)

Directement. X
eine war /

↑ (fog) (iv) =JogMr) = (incusing + Insircousine usinucas)
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Ex4

. IR- =- RIER
+ g(x) =(; fi = ur ? Jfog(x) = ?
-

fog

Ig = ( = ) ; Jf(0) = Dfm,r) =

(2z 2ur) = (*22xz)
(g(x ,gly]

Jf (g(x) ·

]g(x) = (*22x2) . (3x) = 3 - 2 = 1 =

J fog(x)

Directement : fog(x) = f(x, *) = x3 +z = X = fog(x) = X

=> Jfog(x) = 1
.



Compose dane liautre ordre : gof: IRRR
- 193-

Jjof (n,
) = ?

f(x,
2) = ur2

, f : /R! -> IR
+

Jf Mir) = Df(u,r) = (22 zur) g(x) = (]) ,g : /R
+
- IR?

3j(x) = [3x)=My,A
Jjof Mir) = Jg(5mrI)Jflair) =

Buy (22 2ur) 320 Gusi

= Fir -
Exercice : calcular Jjof (n.

r) directement-

S la mime Det Jjof Min) = O FurER?jof = (aJgofursus madrice

quisque
le
rang

de Tof * 1
.



Question 13 Soit g : ((VER : 130
, 2303

. g(r) = (
- 194-

Soit f : RF-IR de classe Ct telle
que

T(og) (i) = (+Mr, Gen) pour fortMRI
Alors & 17

,
2) vaut (X,

Y) = (1
, 2) x =

g , (i) y =ga(n,2)

⑰ Ze

B .

l

C. O

D
. Fl

E El
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g(x , 2) = ( J(og) (2) = (+ enr, er
R E-IR

12 ,
2) ?

5(fog) ,
2) = Jf(gmr) JgMn) = Jf(x

,x)
= JogMirig(ur)

Pf(1,
2) = Jy(1,

2) = J(fog) (iv) · Jg(n)" (e
,
0 :g(in = 11, 2)

g( ,
2) = (ur) = ()= (ue

S(r) =()()J
det = -4

=(2)

=


