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Rappel : la differentielle
Dif. Soit f: E-R ,

EC R ouvert
,

at E.

On dit
que fest derivable aupoint

a s'il existe une transformation
linecive La : /" -> R et une fonction: E->IR tellesque

f(x) = f(a) + (=(x- a) + r(x) pour fout XCE

etm = 0
.

notations

Def. La s'appelle la differentielle def aupointacEL=f(a)

Rappel:
Derives partielle: (a) =-F
Derive directionnelle : Df() =Emtft ,

ver

Gradient : Tf() = (c),(a) .... (a)
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Theoreme 1 Soit f: E -> IR a EE tel que fest derivable ena

de differGelle La : IR"- IR.

Alors : (1) f est continue en E

(2) Pour fout = R, F0 ,

la derive directionnelle Df (a
, i)

existe et Df(air) = Vali)

(3) Toutes les derives partielles existent de f en, et

& () = Later) on Ev = 10
.
...
, 0

Le gradient de f existent en a , et

Tf(a) = (Wale
, Late ... Lalen)

(4) Pourfout = R"
,

i + 0

Df(a, ) = LaI) = <Xf(a) , 2)



(5) Pourfout = EIRY Kill =1 , on a Dfair) < Il If all , et
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Df ,) = IlDf()I = le gradientdonne ladirectiondelaplusgreate
Explications
1) f est dirivable ena => f(x) =f(a) +La(x -a) + r(x) ,et = 0

.

im f(x) =lim(f) = ftfest centre en-

Xi 0
La est continue

,
Laco) = 0

-

(2) Soiti ER, +0. Soit g(t) = fla + te) : 1 IR
=>Dfta) = g(t) /t

= 0
1
si cette dinvee existe

X-=ti

Pflar) =limg(0lm = lim that+ratte
↑++0

It 1 ./l fest divable en x=

-m =L

/Ell
*+
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=> Df(ai = Lali) FE,+0

(3) (a) =Df() * Lalen) = [Tf(a) = Chale ... LaCen)

Remarque cours 11
(4) La (i) * (F

,
(Lakei)

... Lalen))), If(a) =Dflant
=I

(5) Soit Kill = 1 > Dflain) = Dflain) = (xfca), 2) allEf( .M = /If CaII .

Cauchy-Schwartz

Soit=Df( = (Df(), = 1Pf(a)
Si If(a) + 0

= SiXf(a) + 0 = la valur maximale de la disive directionnelle
de fen x= le long d'un vecteur unitaire est dans la direction

do gradient Af(a).
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Ex1 f(x , y) = In (x+ y) dirivable sur E
= &(x, y)EIR2 :x+ 03
lavoir plus fard)

, F(xyE
Si = (10E = Xf(xy) =(, *Y) -

Pf(z) = (2 , 1)
Derive directionnelle en direction = (t,)

-

F()
Par lehm Df(c,

e) = <xf (a), ) = <(2 , 1)
,

(t,)) = [f(a)
= 1+ le meme resultat que

dans le cours 21. T
Df( , i) on==
Df(a) = (Df(ct, ) = ( (2 . 1) (,)= =5

=> Df(, ) = IDf(a)I) valeur maximale de la dirivse
directionnelle de fena, H11 =2 yDflain) >Dfla) I5)



Les courtes de niveau de f = In(x+ y) dans E.
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((x ,y)tE : (n (x+y) = 23(((x ,y)EE : X+ y = 2403E
((x,y)tE : y = e -x] Considirons i = (1, 0) f(a) = f(( ,a) = en (10) =0 .

In(12+0) = 0 = la courbe de niveau 0 : y =C
-x* = 1- X2 passantpar a= 11, 0)

Tangente a la course de niveau : Y = 1-x* en
a

(1-xy = - 2x(x
= 1

=
- 2 la pente ; will la tangente (11-2)

E
if(z) = (2 ,

1) tangenta la courbe
=> i 1 Xf() : ((( , - 2)

,

(2 ,
1)) =0

↓ de nives

Le long de la course de niveau Df(a, i) = 0.

i= Df(ai) = [Tf() , i) =0
=> SiXf(a) + 0 => Xf(a) 1 la tangente

de la course de niveau.

!
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Equation du plan tangent de la surface F(x) = 0
Soit a : Fla) = 0

,
F : IR"->R derivable en X =@ at MF(a) +0

F(x) = 0 sur la surface =DF(,) =0pour fout recteur if dans le plantangent
a la surface F(x) = 0 an paint X= a.

Thm1

DF(air) = (DF(a)
,
5) <=> =IDF(a)
*

=> L'equation de l'hyperplan targent a F(x) = 0 aupoint : Fla = 0

est
[DF(a)

,
(x- a)) = 0

(TF(a , b, c), (x - a
, y-b, z -c)) = 0 si F(ab

,c) = 0 etF(a, b,d) +0



Ex 2 F(x
, y, z) = x+ 2y+3z2 - 6 = 0 ellipsoide
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Soit (9
,
6

,
c) ER3 : a+267+32 =6. 'Trouver une equation du plan tangent

a la surface au point (9, 6, c).

MF(x
, y, z) = (2x , 4y , 62)/(a

,
8
,
%

= (2a , 46, 62) + 0 Fla
,

b
, c) e l'ellipsoide

(T F(a,b, c) , (x-a, y-6, z-c) = O donne l'equation duplan tangent en (9, 8,d
= ((2a , 48, 6c) , (x - a , y - b, z -c) =

= 2a(x -a) + 48(y - b) +G(z -c) =

= 2ax + 4by +Gcz = 2a -482- 62 =0

= ax + 26y + 3cz - a2 - 2623
= 0
-

= ax + 2by +3(z - 6 = 0
F(x

,y, z) =0

equation du plan tangenta l'ellipsoide
an point (a, 6, c).

↑
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Application. Plan tangent a la surface z = f(x,y)
Soit f: E--R dinvable sur E (f est drivable en toutpaint de El
Soit = (x0

,yo , Zo= f(x,yo)) ERR3 un point du graphique def.
On cherche une equation du plan tangenta z = f(x,y) en a
F(x,y , z) = z - f(x, y) : DUR --IR dirivable

F (x ,y. z) =0 est sene surface de niveau deF<= z=flix)
xF(x ,y, z) =7

,- , 1) + 0
=> L'equation du plan tangenta la surfac z =fxxFifty
an point (Xo

.Xo ,zo) est

[4F(x , X , z) , (x - 40 , y -Yo , z-zo3) = 0

< (xay),(x0 ,/) , 1)
,
(x - Xo

,
Y - Yo , z - zo)) = 0

- G (x , y) (x-Xo) -Ofy (x
,
Yd(y-y0) + 1(z - f(xa, y)) = 0

zo = f(xo,y

z = f(x0 , Yd) + (X-f(x0 ,x o ) , (x -Xo , Y-Xo)] L'equationdu plan
a



Ex
.

3 f(x, y = sin(xy) denvable sur IR:
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Mf(x,y) = (yc(xy) , xcos(xy).

-= f(xo,y) + (Tf(x0,yo) , (x- Xo, y- yo) f(x,y=S, n(xy)

Plan tangenta la verface z = sin(xY)

en (Xo
, Yo , Sin (xoYd) est

z = Sin (XoYo) + (Sc)(Xoyo)
,

Xocas (xoyd)
,

(x-Xo
,y-(d)

z = Jin (xoyd) + Yo(d) (xoYd)(x - Xo) + XoCes (XoXo) (y-Yo)

Vecteurs normaux a la surface :

(oty
,

- 1)



Question 10 Soit Sla surface
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S = ((x,y, z)EIR : (a(n+y) + z2x + 2
*
+ yz = 1+e]

Alors l'equation du plan targent a S aupoint (xo . 2, 0) est

A
.

x +(y +ez = 2 cas(2π) + 0 +12x+ 0 = 1 +2 = x =E

⑬ ex+yey + z = e
Soit F(x ,x. z) = (a) (i+y) + zx + 1

*
+yz - 1- e

Alors S = &(x+xz)ER3 : F(x
,
xz) = 0 ,C

.

X + y + 22z = E
DF(x,y, z) = (z2+ ye *Y, - iSm(n+ y) +xe *Y+ z

,

2zx+y)
D

.

zex + (ze -π)y + 2z = 2(e +iT)
xF(2

,

2
,0) = (22 ,

ze
, 2)

= l'equation du plan tangent en (2
,
2
,
0) est

(DF(2
,

2
, 0)

,
(x- 2

,
y - 2

,
z)) = 0 = 2e(x-E) + ze(y- 2) + 2(z -0) = 0
2ex - l + key - 2 + 2z = 0
ex +yey + z = e
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(a(ny) + z2x + 1
*
+yz - 1- e = 0

/ plan tangenis

!
⑭
↳
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Reme:

La reciproquest-

translation

& - I F

La reciproque est fausse engeneral: l'existance de toutes le divives directionnelles

n'implique pas la dirivabilite.



Thm 2 sur derivabilite ECR"ouvert
, f: E-RR

,

act
. Supposons quil existe 5: 0-152-

tel
que

toutes les derivespartielle (X) existent sur Bla
,

d) etsontcontinues en a.

Alorsf est dirivable en E.
Dem : base sur le Thm des accroissements finis pour chaque variable x.... Xn .

(DZ
,

$16. 4.3]

Ex1
. fixy = 3* ( ,#10,0

j (x,y) = (0, 0)

f(x ,x) nest par continue on 10
.
01

timf(0 ,
t==Nnets

en 10
,
01.flimf(tit) =lim =I

Les denves directionnelles en 10 .0 : Soit =(, ) + 10. 0

Df() = tim-f(0) =m - 0) = 10 = 0
.

les derives particles10) =0
Em=So the & les denves directionnelles dans d'autres

#directions n existent
pas.


