
Rappel : Methodes de calcul des limites de fonctions f:ER
- III-

(1) S'il existent suitesr,

Er Evo]:*etf
alors f(x) nexiste pas an

(2) Sil existent 2 courtes U. , Je : (a
,
6) -EvTo] :hmt(t=mat=

etlimf(s(t)hmf((t)) , corshf)nexistepa

(3) Deux gendarmes : Fig,

h : E-IR tells
quelimf(=mg

et 520 : FXe[xE : O < I*-Yokd] on a f(x) _h(x)]g(x) ,

alors hmh(x) = 2.
X->X

-Version avec la valeur absolve : 70 : xEEXEE : OLIX-FolI] on a If(x) - 1) 1g(x)
etmg(x) = 0=

(4) Coordonnes polaires : 7 : EIR
.

Alors Cmf(rcosrsinOhm f(xy = 0.
(x

- y)= (0,0)
Ici Y = Y(r) fonction inconnue de r.

LIR2
(5) Deux gendarmes en coordonnespolaires : f · E - RR

Alors tim
(x- 10

,
01
f(x,y) = 1 ( 7830 et 4 : 50, 5/-R

FY (0
,
2)

,

Frej0,
82 on a : IfCry

,

rsin4)-ll < 4(r)
· etimP =0
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Aujourd'hui :

(6) On peut utiliser les Dr connus pour les fonctions disne sele variables
pour trouver du estimations pour les Deuxgendarmes.

Notamment
,

dans he limites lorsque 1l(x,x)-10,011-0 on peetremplacer dis expressions ↑(x), X(y)

par
hurs Dt autour de x = 0 on y = 0 : ↑(x)=Anx *

+ X * ECX) 1 sale variable

X(y)=Eryk + y - E()
,

etc...

(7) On peut composer arec une fonction dune seule variable.

Proposition Soit DCIR2
,
(x0

.%) =D
, g

:D -> IR definie an voisinage
de (x0

,
yo) ,

telle
que (1) f(xiy = Cog)(x,

x) = Y (g(x,
y)) = Y(s)

, seg(D)T
(2) him

(x
,y)= (xo,
y)g(X,y) = 2 facile"

(3) SimY(s) = Y(e) <n difficile" mais Iseale variable

Alors lim f(x
, y) = limY(s) = Y(e).

(x
,y)= (Xo, yo) S- 2
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M
f(x,y)=

f(x , y) = hog(x ,y) on g(xy) = Xy continue sur IR

h(t) = ( ,
t +0 t =g(xy) = Xy

~ 1
,

autrement

lim g(x, y)=mxy = 1 = h(0)
X+ 0

ou y> Y+ 0

=> hittest continue sur => lim f(xiy = 1
(x,y)- (88)

= f(x ,+) est continue sur IR
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i⑪
Limf(x,y)- ?

(x
,y)- (0, 0)

Soit (x ,x):= 1 =
lyl =r<y
|x1 =(* =Xz

(x . y| = |x |. (y | ((x)+y -(X)
-I 3 = (x -y) = z((x) + (y)

(x - y| = (x |. (y) = (y) **y* <(Y)

0s(Xyln((x| +|y)))((x| + (y))((n((x) + (y1)) =g(x,y)
f(x ,y): 1 f(x,y) = xy(n((x| + (y)

My -> 0 = ((x|+ (y)) =2+y + 0

Soit t = (1x + (x1) -> 0 =himgxy=htt
limEnt =-limentt + O +

=> limg(xy) = 0 .= )
par les 2 gendarmes

(x,y) + (0
, 8) him f(x,x)=

(x
,y) + (0, 0
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T h -> O Es lim
(x

,y) = (1 , 0)

On cherche une function g(x,y) : 01f(x,X-011g(x,y) au voisinage de (1, 0)

etlimg(x,y =
f(x,y)= E

0[(f(x ,y)-ol = 1ux) = (n(x)

0 = (f(x ,y) - 01 = /(nx) = g(x)
(x-11y + 0 = X + 1

=limg(x)=hmllux=

=>

par
les 2 gendarmes lim f(x ,y = 0.

(x,y) = (1
, 0)



Ex8 fly = SA3) ,
=O
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10 autrement /Lim() =
On utilise le DL In (1+2) = u+ Elulu autour de m = 0 (y - x+y= 0 =S
=>limlim

& 3y2 = x- 0

*2+ yz

ImmeY #

00(41 =3((y)
(x ,y- 10,0 b

= limf(x,y) = 0.
(x , y) = (0,

0
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Question &

f(y) = 30 g(x=
0 autrement autrement

Alors :

A limf(x,x = 0 ethm g(xy =2
(x

, y)- (0, 0)

B. umf nexiste pas ethmgx

C
.

limf(x,x = 0 at him g(xix) = 0
(x

, y)- (0, 0) (x
,y) = 10,

0

D. limf(x,x = 0 ethm g(xy) nexisteit
(x

, y)- (0, 0)

E. limf(xix) n'existe
pas ethm g(xiy) nexisteait

(x
, y)- (0, 0)
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(1)himilad#lim /2

·
ex= 1 + y+ y ((y))

-> limf(t , 0) = lim = 0 imf(t)= -1
t + 0

=> tim f(x , x) nexiste pas
(x ,y)- (0,0

(2) tim = limElimi
(x ,y) + (0 ,0) (x

,y) + (0,
04

O-0=(+(x)) = (x)(1 + 2(x) ↳-

-

I ↓Borned
him E(x) = 0 O

(x,y) + (0, 0)

|x+T-> P

pur les
2gendarmes => him = 0

(x,y)+ (0, 0)
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Attention : Soit f: D + R
,

DCR2 definie au voisinage de 10
,0 ED.

Supposons quemehmf(tmt) =fixe

#TG10,2)tim frcosY, re)-= lon supposons que fixe

Cela simplique pashm100f(x,x) = 2 Voir Serie 6.

O autrement Ye(0,
2)Exe

r+0 sicat= 0 = 0Exte->
--

-

-SiCoyoYea
-Yfixe *Y

Maismolm fix nexses

8

(x, y) +10,0
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/DE $14.

3
. 7]

Ex
.

4 h(x
,y) = sin(x2 -yz)((x2 -yz)(x ,y) +IR

Soit g(x,y) = X2- y2 continue fr IR
h(x

,y)
etf(t) = sintcost continue sur R

=> fog(x , y) = sin(x2 - y)cos(X)- yz)

est continue sur IR2 par
la proposition

IRE IRF-R
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(M =f(a)

-
m = f(b)

Ex= sin(xy => f: /R-- IR

max fixix = 1
, minf(x,y = 0.

A

m
: (1) [f]eE est borne. Par absurde .

Supposons que ][X3eN : If(*/zkheN => [*r] < E une suite borne

=> Par Bolzano-Weierstrass
,

on peut trouver une sons-su compact
borne

convergente.

&X To Puisque Eest forme => XotE
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Prisque f est continue
=>limf() = f(x) ESmais par construction If(X)1zkKEN=[ftpa

are

=> fest bornie sur E.

(2) fatteint son min et son max sur E.

f(E) est un soue-ensemble borns de IR = J M = Supff(x),*E]
Im = Inf(f(x) , XeE]

=> [n] ,
[r]cE : limflan = M

,limf = M (parla defde Supett
[r]

,
[Er] < E Gornies => F sous-suites convergentes Akp

Puisque E est ferne= E et JeE
GrpFab

f continue

imf (a)- f(a)
limite => FatE :f(a) =m = minf(x)
d'une XEE

san-suite
-fM Dune facon similaireI

f(t) = M = Max f(x)
XEE #



Conclusion : "hm : The fonction continue sur un soue-ensemble compact
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atteint son maximum et son minimum.

(ECI"compact, f: E-IR continue =>maxf( =fa .E =f);E
Remarque. Pour

que fatteigne aussi toute valeur intermediaire entre metM
,

il suffit que S'ensemble E so it compactet connexe par
chemins.

chemin : 5 : 1017gz(t)...gn(t)
on gi(t) est continue surco, 1] Fi = 1

... n.

Hi
⑭

· / .........* ⑭
ECIR compact A CIR" compact

connexe par chemins
n'est

pas connexe

par chemins


