Remarque. Sila fonction a intégrer peut s’écrire comme un produit de la forme

fl,y)=g(x)h(y),

alors l'intégrale double de f sur le rectangle D =[a,b] x[c,d] est égale au produit de deux

b d
ffl)g(x)h(y)dxdy=(f g(x)dx)(f h(y)dy)-

d( pb
ff g()h(y)dxdy = f ( f g(x) h(y) dx) dy
D c a N——

constante

d b
= f h(y)( f g(x)dx)dy
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intégrales simples :

En effet,

constante

b d
- ( f g(x)dx) f h(y)dy.

Attention: Cette formule est valable seulement si D est un rectangle.



Nous pouvons faire le calcul suivant pour la fonction de 'exemple 2 :
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ff(xzy3—2)dxdy: fodx
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=9-0)4-0)-12=24.



4.3. Intégrales doubles sur des domaines non rectangulaires

Considérons maintenant le domaine délimité par les droites x =a, x = b et les courbes

y=g8,x) et y=g,x) avec g,(x) < g,(x) pour tout x € [a,b].
y

89(x)

g,1(x)

X

Pour chaque x € [a,b] fixé, y varie entre g,(x) et g,(x). Nous pouvons écrire
D={x,yeR*: a<x<b, g,(x)<y< g, ()}
et I'intégrale double se calcule a I'aide de I'intégrale itérée
go(x)
| f(x,y)dy)dx. G

b
fff(x,y)dxdy=f (
D a g,(x)

(- >

ne dépend‘l, plus de y




Considérons a présent le domaine délimité par les droites y =c, y =d et les courbes

x=h(y) et x=h,(y) avec /,(y) < /h,(y) pour y€[c,d].

Pour chaque y € [c,d] fixé, x varie entre /,(y) et /2,(y). Nous pouvons écrire
D = {(x,y)E]RZ: c<y<d, hl(y)<X<h2(y)}

et I'intégrale double se calcule a I'aide de I'intégrale itérée

d ho(¥)
ff f(x,y)dxdy:f U f(x,y)dx)dy- (ii)
D c hi(y) )

ne dépen(;lr plus de x




Dans le cas général, nous décomposons le domaine D c R? en morceaux
ou nous pouvons appliquer soit la formule (i) soit la formule (ii). Le choix entre ces deux

formules est indiqué par la forme du domaine ou par la fonction a intégrer.




Méthode de calcul
Soit f une fonction de deux variables et D un domaine du plan.

Pour calculer I'intégrale double

I:ff f(x,y)dxdy,
D

o fixer les bornes d’une des variables :
a<x<b ou c<y<d.

* Pour chaque valeur fixée de cette variable, déterminer les bornes d’intégration de la
deuxiéme variable :

g1 <y < ou hi(y)<x<

» Intégrer d’abord par rapport a la deuxiéme variable et ensuite par rapport a la premiere
variable :

b d
I:f (f f(x,y)dy)dx ou I:f (f f(x,y)dx) dy
a g(x) c h{(y)

Remarque. Lordre d'intégration est arbitraire, déterminé en partie par la forme du

domaine et/ou de la fonction a intégrer.



Exemples

1. Soit D le triangle dont les sommets sont (0,0), (2,0) et (2,1).

Ecrire j] f(x,y)dxdy comme une intégrale itérée.
D

La droite qui passe par (0,0) et (2,1) a comme équation y = %x ou encore x = 2y.

Nous avons deux possibilités :

» La variable x varie entre 0 et 2. y
Pour chaque x € [0, 2] fixé, y varie entre
gl(x) — O et 1 ................................
Ainsi, ...................... D
2
ff f(x,y)dxdy =f (f f(x,y)dy) dx
D 0 \Jo
1 X 2
» La variable y varie entre 0 et 1.
Pour chaque vy € [0, 1] fixé, x varie entre g |
hl(y):2y et ) 1h .
Ainsi, D
1
ff f(x,y)dxdy:f ( f(x,y)dx)dy vl }
D 0 2y :
2y 1




2. Soit D le domaine de I'exemple 1 et f(x,y) =x+xy>.

Calculer ff fQx,y)dxdy
D

Nous pouvons utiliser les deux formules trouvées dans 'exemple précédent :

2 2 3
f (x+xy2)dxdy:f f (x+xy2)dy)dx:f ( xy+xy— )dx
D 0 \0 0 3 y=0
2 xZ x4 x3 x5 2 23 25
:f —+——O+O)dx: —t—| ==+
o \2 24 6 1200 6 120
_4+ 4 24 8
3 15 15 5

1 1
f (x+xy2)dxdy=f U x(1+y2)dx)dy=f (1+y2)U xdx)dy
D 0 2y 0 2y

1 2 2
_ NiES _ 2__4L)
—fo(1+y )( 5 xzy)dy—fo(Hy )(2 5 | 4y

1 1
=2f <1+y2)(1—y2)dy=2f (1-yHdy
0 0

-5, -2(-3)-3
=2|1-—=/| =2|1-<-|=<
5 o 5] 5




3. Soit D le domaine de Pexemple 1 et f(x,y) = 2.

Calculer ff f(x,y)dxdy
D

Comme
i (eZy/x) _ ge2y/x
oy x ’
nous avons
0 (x
e (_ e2y/x) — e2y/x

)

oy \2
d’ou
2 2
ﬂer/xdxdy:f f ezy/xdy)dx:f ( X 2k )dx
2 -1 2 -1 212
:f fel—feo)dx:e fxdx:e all
0o \2 2 2 Jo 2 2 |o
—e—1
Remarque. Comme 5

2
e (62y/x) — _ _y eZy/x ,
0x x2

il n’est pas possible d’exprimer la fonction f comme la dérivée partielle par rapport a x

d’une fonction exprimée a I'aide de fonctions élémentaires.



4. Inverser l'ordre d’intégration dans l'intégrale

4( pvx
I:f (f f(x,y)dy)dx.
0 x/2

La variable x varie entre 0 et 4. Pour x € [0,4] fixé, y varie entre
X

2

g.(x) = et

Le domaine d’intégration est donc :

Par conséquent, la variable y varie entre 0 et 2. Pour y € [0,2] fixé, x varie entre
et hy(y) =2y,

ce qui nous donne

2 2y
I:f ( f(x,y)dx)dy.
0 \Jy2



