3.4. Dérivées partielles

Rappel. Soit f: D(f) — R une fonction d’une variable et soit x, € D(f) tel que f est définie

dans un voisinage de x,.

h —
On dit que f est dérivable en x,, si la limite }llin% A }z ASD)

f(xo +h)_f(x0)
h

existe et on note

( ) h1—>0

Géométriquement, f'(x,) est la pente de la droite tangente au graphe de la fonction f

au point (x,, f(x,)) :
\ droite de pente f'(x,)

Lo . A , d
Remarque. La dérivée f’ peut aussi étre notée d—];



Définition. Soit f : D(f) — R une fonction de deux variables et soit (x,,y,) € D(f) c R?
tel que f est définie dans un voisinage de (x,,y,), par exemple B((x,,,),7), avec r > 0.

* Si la fonction g(x) = f(x,y,) est dérivable en x, on dit que la dérivée partielle de | par

, 0 . . N
rapport a x, notée a—];(xo, ), existe et est égale a g/’ (xy) :

Gf . f(x0+h7y0)_f(x07y0)
5 0090 = i h |

« Si la fonction A(y) = f(x,,y) est dérivable en y, on dit que la dérivée partielle de /' par
0 . . <
rapport a y, notée %(xo, yo), existe et est égale a h'(y,) :

of gy + 1)~ Flag, )
@(-’Xfo,yo) :llzl—r>r(1) 7 .

Notations alternatives :
0
T (9, 30) = 0o (g 3g) = £, 9) = 01 F (g, ¥g) = £ 7)

%(xo,yo) =0, 1 (x0,50) = [ (%0, 0) = 05 (g, ¥9) = F5(x, )



Interprétation géométrique des dérivées partielles

Z

of
pente a(xo, Vo)

Lensemble de tous les points de R3 tels
que y =y, est un plan paralléle au plan Oxz
qui coupe le graphe de f le long de la
courbe C,. La pente de la droite tangente

a la courbe C, au point (x,,,,f(xy,7,))

. . 0
est la dérivée partielle a—];(xo, Yo)-

Z

/
Y

N
U/

© Pearson

Lensemble de tous les points de R3 tels
que x = x, est un plan parallele au plan 0yz
qui coupe le graphe de f le long de la
courbe C,. La pente de la droite tangente

a la courbe C; au point (x,,,,f(x,,¥,))

. . 0
est la dérivée partielle %(xo, Yo)-



o Si les dérivées partielles de f par rapport a x et y existent, on dit que le gradient de [,

noté Vf (xy,y,), existe et est donné par

0
( %(x()ayo)
of
| 3y 0%

Vi (xg,50) = e R?

. . . = 0 0
Parfois on écrira Vf(x,,y,) = (a—i(xo,yo), %(xo,yo)).

Le symbole V est appelé «nabla » (il s’agit de la lettre greque Delta inversée).

Méthode pour calculer les dérivées partielles
o Pour calculer la dérivée partielle de f par rapport a x, on regarde y comme une constante

et on dérive la fonction f(x,y) par rapport a x en utilisant les regles de dérivation des

fonctions d’une variable.

o Pour calculer la dérivée partielle de f par rapport a y, on regarde x comme une constante
et on d’erive la fonction f(x,y) par rapport a y en utilisant les regles de dérivation des

fonctions d’une variable.



Exemples

Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes :
1. f(x,y)=3x+y?

Nous avons

of B o, 9. B
7. = - (Bx)+ —(y")=3+0=3 R 3
s — Vf(x,y)= %

of _ 0 0.2y _ _
ay(x,y) = ay(3x)+ay(y )=0+2y =2y

J

2. glx,y)= x3y4

Nous avons

0g _ .40 3 524 ]
Ox(x’y)_y Gx(x)_3xy 3x2y4)

b — Vgl(x,y)=

g _ .30 4. .33
ay(x,y)—x ay(sv )=4x"y

J



3. h(x,y)=V X2+ y2 (distance a l'origine)
Considérons tout d’abord la fonction d’'une variable

fw)=vVu2+c=w?+c)”? avec c¢ € R une constante.

Nous avons

fl(u) — %(uQ +C)_1/2(u2 +C)’ — %(uQ + C)—1/2(2u) — u(uZ +c)—1/2 _ u

u?+c

Par conséquent,

Gh( ) X ) ( X \
—(x, = S ——
ax Y x2 + y2 - Vx2 + y2

> — Vh(x,y)=
ah( ) y y
—(x,y) = —— —
0y VaZ+y? | \ x2+y2)

4 f(x y) — { xzxj}yz sl (xay) 7 (0,0)

0 sinon

Si (x,y) #(0,0) nous avons :

af( ) 0 ( xy ) y(® +y?) —xy2x)  y(y* —x?)
—_— x’ — = =
0x J 0x \ x? + y? (% + y?)? (x? + y%)?
5 2 _ .2
A _ =y (par calcul direct ou par symétrie car ici f(a,b) = f(b,a))



Si (x,y) =(0,0) nous avons :

h-0
) h.0)— £(0.0 =0 —
—f(0,0):limf( 0700 o r2e0z T g 070 =0
0x h—0 h h—0 h h—0 h h—0

0-h 0
9 0.h)— £(0.0 T 0-0
—f(0,0):limf( W —10,0 . e2en? T 070 0z
0y h—0 h h—0 h h—0 h h—0

: of : . :
Accessoirement, pour calculer 6_(0’0) nous pouvons aussi considérer la fonction d'une
X

variable
x-0 .
g(x) = f(x,0) = { 2102 (x,0) #(0,0)
0 sinon

=0 pour tout x € R
Comme g'(x) =0 pour tout x € R, nous retrouvons %(0,0) =g'(0)=0.

En résumé,

y(y%2-x2) .
0 (x, (0,0 0
é(x,y): @y VEOD e é(x’y): (x® +y

0 sinon 0 sinon

x(xZ _ y2)

s S #(0,0)




Remarque. La notion de dérivée partielle se généralise naturellement aux fonctions de n

variables avec n > 3.

Par exemple, si  f(x,y,2) = x2yz +sin(yz) + 23 + 4In(xy°), alors nous avons
o = 92y + 2 (si 93+ 9 5
26, 3,2) = - (x"yz) + . (sin(y2)) + (%) + — (41n(xy®))

_ 000 A oo s 1 s
= yz ax(x )+0+0+4xy5 ax(xy )—yz(2x)+4xy5y

4

= 2xyz + —
X

of 0, 9 0 . 0,3 0 5
5y (% 7:2) = 3o (x"y2) + @(Sm(yZ))Jf@(z )+@(4ln(xy )

9 0 0 1 6, 5
=x“2 —(y)+cos(yz) —(y2)+0+4 — —(x

5y )+ cos(y )ay(4y ) oy 5y &)

20x 20

= %%z +zcos(yz)+ g} = xz +zcos(yz)+ —

Y y

o = 92y + 2 (si 93+ 9 5
az(x,y,z) = az(x yz)+ Y (sm(yz)) + az(z )+ P (41n(xy ))
_ 2.9 9 2
=X yaz(z)+cos(yz) az(yz)+3z +0

= x2y + ycos(yz) + 322



Dérivées partielles d’ordre deux

Soit f : D(f) — R une fonction de deux variables.

Si %(xo, o) existe pour tout (x,,y,) € D(f), alors nous pouvons définir la fonction dérivée
partielle de f par rapport a x :

0

o :D(f) — R

0x

(x,y) — %(x,y)

. 0 . o . Ay
Si %(xo, ¥,) existe pour tout (x,,y,) € D(f), alors nous pouvons définir la fonction dérivée

partielle de f par rapport a y :

0
—f:D(f)—>]R
dy

(x,y) — %(x,y)



Nous pouvons considérer les dérivées partielles de ces deux fonctions par rapport a x et y

qui seront notées comme suit :

0 (af) _0*f 0 (of\ _ 9°f

dx\0x) 9x2 Oy\dx) dydx

a(af)_a2f 0 (of\ _0*f

dx\dy) 0xdy dy\dy) 0y2

Nous avons le schéma suivant :
/ | N\
of
f \ /7N

oy o’ o
02 ayax 0x0Yy 02

Attention : Certains auteurs utilisent les notations

0*f 0 (af) o 0*f 0 (af)
dx0y 0y \ox dydx 0x\dy)’



Exemples

Calculer les dérivées d’ordre deux des fonctions suivantes :
1. f(x,y)=x2y3
Comme %(x,y) = i(:)cz)y3 + 12 i(y3) =2xy3 +0 = 2xy3
O0x 0x 0x
nous avons
ZZTI;(x,y) = %(nyg) = %(Zx)y3 + 2x %(y‘?) = 2y3 +0= 2y3

0 f _ 0 3, O 3 N 2y _ 2
ayax(x,y) = @(ny )= @(Zx)y +2x@(y )=0+2x(3y°) =6xy

, of _ 0. 9.3, .90 3 o 92659 5.9 9
D’autre part, ay(x,y)—ay(x )y° +x ay(y )=0+x“(3y*) =3x“y

implique
o*f _ 0, 0.2.2y_ 0 o 25 9 20 9 A 2 o _ o 2
axay(x,y) = a(Sx y )—a(Sx )y© + 3x a(y )=6xy°+0=06xy

0f _ 0 2 9y 0 2\ 2 2 0, 9, 2 2
a—yQ(x,y)— @(396 y )—@(Sx )y® +3x @(y )=0+3x"(2y) =6x"y



. g(x,y) =sin(xy)
Nous avons

g_‘i(x,y) = cos(xy) %(xy) =y cos(xy)

d’ou
2
g%(x,y) = ai (ycos(xy)) = %(y)cos(xy) +y % (cos(xy)) = 0+ y(—sin(xy)) %(xy)
= —y2 sin(xy)
0%g 0 0 0 3 : 0
ayax(x,y) = @(y cos(xy)) = a(y)cos(xy) +y a(cos(xy)) = cos(xy) + y(—sin(xy)) a(xy)

= cos(xy) —xysin(xy)

Comme g(a,b) =g(b,a), nous trouvons par symétrie,
0%g
0x0y

o’g 2

@(x,y) = —x“sin(xy)

(x,y) = cos(xy) —xysin(xy)



% f () 0% f
x =
0y0x Y 0x0Yy

Les exemples suggeérent (x,y).

Question. Est-ce toujours le cas?

Réponse. En général, non (voir par exemple I'exercice 2 de la série 8).

Theéoreme. Soit f:D(f) — R une fonction de deux variables et (x,,y,) € D(f).
of of 0*f 0%f

Si l'on suppose que dx’ 0y’ 0xdy et 0yox

existent et sont continues dans un voisinage
de (x,,y,), alors
o°f (x9,¥0) = o°f
0y0x 0270 0x0Yy

(x()ayO)°



