3.3. Limite et continuité

Rappel.
Soit f : D(f) — R une fonction d’une variable et soit x, € R.

On dit que la limite de [ en x, existe et est égale a ¢, notée
lim f(x)=/¢

x—>x0
si f(x) est aussi proche de ¢ que 'on veut dés que x est suffisamment proche de x,,.

Plus précisément, si pour tout € > 0 (aussi petit que voulu), il existe un ¢ > 0 tel que

si O<|x—xyl<0 alors |f(x)—€|<8

Rappel.
Soit [ : D(f) — R une fonction d’une variable et soit x, € D(f).

On dit que la fonction f est continue au point x, si
lim f(x) = f(xy).
x—>x0

On dit que la fonction f est continue si elle est continue en tout point de son domaine.



Nous aimerions étudier ces notions dans le cadre des fonctions de plusieurs variables :

Définition. Soit f :D(f) — R une fonction de n variables et soit x, € R".

On dit que la limite de [ en %, existe et est égale a £, notée

lim f(x)=¢

x—>x0
si f(x) est aussi proche de ¢ que I'on veut des que X est suffisamment proche de X,,.

Plus précisément, si pour tout £ > 0 (aussi petit que voulu), il existe un 6 > 0 tel que
si 0<|Z-%,[ <0 alors [|f@)-¢|<¢

En particulier, dans le cadre des fonctions de deux variables :

Deéfinition. Soit f:D(f) — R une fonction de deux variables et soit (x,,y,) € RZ.

On dit que la limite de [ en (x,,y,) existe et est égale a £, notée

Iim (x,y)=7¢
(x,y)—>(x0,y0)f J

si f(x,y) est aussi proche de ¢ que I'on veut dés que (x,y) est suffisamment proche de (x,, y,).
Plus précisément, si pour tout £ > 0 (aussi petit que voulu), il existe un 6 > 0 tel que
si 0< ||(x,y)—(x0,y0)|| <o alors |f(x,y)—€| <e¢



Rappel. Pour les fonctions dune variable, il arrive qu’une limite n’existe pas, par

exemple si xllrg% f(x) ;éxliI}Cl+ f(x). En particulier, il n’y a que deux manieres d’approcher x,, :
0

—._
%0

Dans le cas des fonctions de deux variables, nous pouvons approcher (x,,y,) de plusieurs

manieres :

.ﬁ
(x())y()) -

Ainsi, dans ce cas, pour que la limite existe, il faut trouver le méme nombre ¢ quelque soit

le parcours choisi !
Par conséquent, pour montrer qu’une limite n’existe pas, il suffit de trouver deux parcours
vers (x,,y,) qui donnent des résultats différents.

De maniere générale, ’étude des courbes de niveau d’'une fonction peut étre utile pour
déterminer qu’une limite n’existe pas. En particulier, la limite n’existe pas en chaque point

ou il y aurait un croisement de deux courbes de niveau.



Exemple

2 .2
Soit f(x,y) = x2 yz , avec D(f) =R?\ {(0,0)}. ’ — L)
x“+y
— L(3)
Montrer que lim f(x,y) n’existe pas. — L(3)
(x,y)—(0,0) — (})
Comme - 0= L(g)
x% - 02 0% - y? 7\ L
_ _ _ _ 1
f(x,O)—x2+02—1 et f(O,y)—02+y2— 1, o L(_é
nous trouvons L(-5
— L(-D

lim f(x,0)=1#—-1=1Lm f(0,y).
x—0 y—0

Par conséquent, la limite lim f(x,y) n’existe pas.
(x,)—(0,0)

Remarque. Nous avons vu que les courbes de niveau de f sont des droites qui passent par
lorigine. Comme
x> -m?x?  x2(1-m?) 1-m?

f(x,m.'X:): - - 9
x2 +m2x? x2(1+m2) 1+m?

pour chaque valeur fixée de m € R, nous obtenons

1—m?

lim f(x,mx) =

x—0 1+m?



Question. Comment montrer qu’une limite existe ?

Probleme. Considérer fous les parcours possibles. y

Réponse possible. Pour calculer des limites de la forme lim f(x,y)

. ) i (x,y)—(0,0) r
nous pouvons utiliser les coordonnées polaires
x =rcos(0), 0
{y:rsin(B). —

Dans ce cas, pour tenir compte de foutes les approches possibles (x,y) — (0,0), nous pouvons
considérer la limite » — O pour 6 arbitraire mais pas fixé. Autrement dit, si nous arrivons a
trouver deux fonctions g et h telles que
g(r) < f(reos0),rsin(@)) <h(r)  pour tout 6 € R

qui satisfont

limg(r)=¢=1limh(r)

r—0 r—0
alors le théoreme du sandwich (ou des deux gendarmes) nous donne

lim (x,y)=2¢.
(x,y)—>(0,0)f Y



Exemples

2
1. Soit f(x,y) = ———, avec D(f) = R2\ {(0,0)}.
x“+y
Calculer lim f(x,y) (sila limite existe).
(x,5)—(0,0)
x2-0 Ozy . .. .
Comme f(x,0) = 5 g = 0et f(0,y)= 5 g = 0, si la limite existe, elle vaut 0.
x“+0 0“+y
Nous avons
0))?r sin(0 3 cos2(0) sin(0
f(rcos(@),rsin(@)) _ (7 cos( 2)) rsin(f) - r°cos (z)sm( )
(rcos(0))” + (rsin(0)) r
= rcos2(0)sin(0)
Comme
—r< rcos2(0)sin(0) <r pour tout 6 € R
et

lim(-r)=0=limr,

r—0 r—0

nous trouvons donc

lim (x,y)=0.
(x,y)—>(0,0)f Y
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2. Soit f(x,y) = ——>=, avec D(f) = RZ\{(0,0)}.

Xty

Calculer lim f(x,y) (sila limite existe).
(x,)—(0,0)

Nous avons
(rcos(0))? - (rsin(0))?  7%(cos?(0) — sin®(0))

0),rsin(0)) = =
f(r-cos(0), 7sin(®) (r cos(0))? + (r sin(0))? r?

= cos2(0) — sin®(0) = cos(20)
Comme
—1<cos(20)<1 pour tout 6 € R
nous trouvons une valeur différente pour chaque 0 € R et par conséquent, nous concluons

que la limite lim f(x,y) n’existe pas.
(x,)—(0,0)



2

3. Soit f(x,y) = f y2 , avec D(f) = R2\{(0,0)}. Calculer lim f(x y) (si la limite
X +y (x,y)—(0,0
existe).
x2-0 0%y
Comme f(x,0) = 1 3= 0et f(O,y)= 1 3= 0, si la limite existe, elle vaut 0.
x°+0 0" +y

Nous avons

9 . o) .
f("COS(H),rSin(H)) _ (7 cos(0))*r sin(0) _rcos (6)sin(0)

(rcos(O) + (rsin()? 72 cos(0) + sinZ(0)

Vu que pour chaque 0 =0, fixé,
. rcos?(0,)sin(0,)
lim

r—0 2 cos4(9 )+s1n2(9 )
nous sommes tentés de conclure que la limite existe et vaut 0, mais un encadrement

pour 0 arbitraire mais pas fixé semble difficile a trouver.

Pour montrer que la limite n’existe pas, il suffit de trouver deux trajectoires vers (0,0)

qui donnent des valeurs differentes. Comme le calcul

xzaxz ax4 a

f(x,ax?) = = =
x +(ax2)2 (1 +ar,2)x4 1+a?

nous dit que I'arc de parabole y =

pour chaque a # 0 fixé nous avons

li 2) = 0.
xlir(l)f(x,ax ) T 7




Définition. Soit f:D(f) — R une fonction de deux variables et soit (x,,y,) € D(f).

On dit que la fonction f est continue au point (x,,y,) si

hm f(x7y):f(x0ay0)'
(¢, 3)—(x,50)

Plus précisément, si pour tout £ > 0 (aussi petit que voulu), il existe un 6 > 0 tel que
si 0< ||(x,y)—(x0,y0)|| <06 alors |f(x,y)—f(x0,y0)| <e

On dit que la fonction f est continue si elle est continue en tout point de son domaine.

Remarques.

* Si f et g sont continues en (x,,y,), alors la somme f + g et le produit /g sont continues
en (x,,y,). Si de plus, g(x,,y,) # 0, alors le quotient g est aussi continu en (x,,y,).
* Si f:D(f) — R est une fonction de deux variables continue en (x,,y,) et g: R — R est
une fonction d’'une variable continue en z, = f(x,,y,), alors la composition
gof :D(f) —R
(x,y) — g(f(x, )
est continue en (x,,y,).



Exemple

Etudier la continuité de la fonction

2_ 2
f(x,y) = i2+§2 si (x,5) #(0,0)
0 si (x, ) =(0,0)

Comme les fonctions (x,y) — x et (x,y) — y sont continues sur R?, les fonctions
@y —x*, =y,  Ey—xt-y, (@) =ty
sont aussi continues sur R? et la fonction f est continue sur R? \ {(0,0)}.

D’autre part, nous avons vu que la limite , l)in(lO 0 f(x,y) nexiste pas et par conséquent la
x,5)—(0,

fonction f n’est pas continue en (0,0).



Prolongement par continuité

Si la fonction f : D(f) — R est définie dans un voisinage de (x,,y,) € R? sauf en (xy,,) et si

, )lir(n ) f(x,y) = ¢ existe, alors il est possible de prolonger f par continuité :
X,Y)=Xg,Y

~ f,y) six,y)# (x5,
fx,y)= ,
st (x,y) = (xy,y,)
Exemple
2
La fonction f(x,y) = ——— est continue sur D(f) = RZ\ {(0,0)}.
x“+y

Comme lim f(x,y)=0 alors il est possible de prolonger f par continuité :

(x,)—(0,0)

x2

Y :
Fayp={dyp o HN7O0

0 si (x,y) =(0,0)




