Durée: 144 minutes E I F L

Analyse 11

Examen
Partie commune

Printemps 2019

Enoncé

Pour les questions & choix multiple, on comptera :

43 points si la réponse est correcte,
0 point si la question n’est pas répondue ou s’il y a plusieurs réponses,

—1 point si la réponse est incorrecte.

Pour les questions de type vrai-faux, on comptera :

+1 point si la réponse est correcte,
0 point si la question n’est pas répondue ou s’il y a plusieurs réponses,

—1 point si la réponse est incorrecte.



Premiére partie, questions a choix multiple

Pour chaque question, marquer la case correspondante a la réponse correcte sans faire de ratures.

Il n’y a qu’une seule réponse correcte par question.

Question 1: La limite
: 2||
im 5 5
(z.y)—(0,0) z° + |z]| + y

|:| vaut 2 |:| n’existe pas |:| vaut 1 |:| vaut 0

Question 2: Soient f:R? — R et g : R? = R les fonctions définies par
f(z,y) = 3z + 5y° et glz,y) = 2 + 2y + 2292 — 13.

Alors, sous la contrainte g(z,y) =0,

D la fonction f atteint son maximum en exactement un point
[ ] la fonction f atteint son maximum en (1,v2)
|:| la fonction f atteint son minimum en exactement deux points

|:| le minimum de la fonction f est positif

Question 3: Soit f:R? — R la fonction définie par
fla,y) =z |2’y — ésin(m) cos()] .
Alors

[ ] f est différentiable en (0,0), mais n’est pas différentiable en (r, 0)

of . . of .
[] a—y(0,0) existe, mais %(0,0) n’existe pas

[ ] f est de classe C1(R2)
[ ] V£(0,0) existe, mais f n'est pas différentiable en (0, 0)

Question 4: Pour a > 0, soit
D:{(x,y,z)€R3:ac20, y>0,2>0 et :U+y+z§a}.
Alors, pour tout a > 0, 'intégrale

/:r2 dxdydz

D
vaut

a a 4 3 a
- - —aQ -
60 20 L] 3 20



Question 5: Soient

Dz{(m,y)ER2zx>O} et Dz{(r,cp):r>0,go€}—%,g[}.

Pour f: D — R, on note par f: D — R la fonction définie par f~‘(r, ) = f(r cos(y), rsin(gp)).
Alors pour toute fonction f : D — R de classe C1(D), tout (z,y) € D et tout (r,p) € D tels
que z = rcos(p) et y = rsin(p), on a

i 2

oy

O (Gr0) + (50 - (Ghen) + (5

O (Gr0) + (3500) = (shee0) = (G )2
)
o) e

3 (o) (&) = @)+ ()
0 () s (G = (G + ()

Question 6: Soit D = {(a:,y, 2) ER3:x # O} et soit u : D — R? la fonction définie par

u(z,y,z) = <x2 +1+ sin(yzQ), Q)
x

Alors la matrice jacobienne J,(1,0,1) vaut

20 5 9 2 20 5 1 0
11 0 11
= = (o 1) = = <0 1 0)
0 0 110
Question 7: Soit F':]1, 400 — R la fonction définie par
4372
(2
F(t) = / sin(tx )d:c.
T
—1/2
Alors F'(2) vaut
1 : o
[ ] sin(16) — 5 sin(l) [] Sm(16)4 sin(1)
2—-1 1—-2v2
[] ‘f4 sin(16) + 4\[Sin(1) [ ] sin(16)

Question 8: Soit
D:{(a:,y)eRzza:ZO, y >0, x§y2§4}
et soit f: D — R la fonction définie par
fla,y) =€’

Alors 'intégrale /f(a:, y) dz dy vaut

D%(eg_e) D€8*1 |:| (69+e) |:|68+1

W =



Question 9:

La solution y(x) de 1’équation différentielle

(@®+1)y'(x) +y(z) =1

qui satisfait la condition initiale y(0) = —3 vérifie aussi

[ ] y(tan(1))= —1 — 3¢

[ ] y(tan(1)

(1)

Question 10:

Alors l'intégrale

[] y(tan(1))=1—4e™!
[] y(tan(1))=e — e~

= —3e
Soit
7w sin(p) 9
D= R?2:0< o< = < <1 RZ.
{(r,tp)e 0sp<7, cos(0) < rcos(yp) }C
/7“2 sin(y) dr de
D

est égale a l'intégrale

1 1
D/ /ydy dx
0 x2

VY

D/I /:ﬂydx dy

0

Question 11:

2

j
j

]

o _

]

o _

Soit f : R? — R la fonction définie par

flay) = et

Le polynéme de Taylor d’ordre 2 de f autour de (1,1) est

L] py(a,y)
L] py(a,y)
L] py(a,y)
D po(,y)

Question 12:

2 -1+ (y—1)+3x -1+ (y —1)? 4+ 6(x
1
1+ 2z +y + 62% + dxy + ¢

+2
1+2

(z -
(x

D+ (y—

-1+ (y—1)

Soit (xg, Yo, 29) =

D+3(x—1)2+4(x—1)(y —

ydy | dx

Va2 +y? ydx | dy

-y —-1)

D+5@y—1)7°

N

(1,0,4) et soit f : R® — R la fonction définie par

f(2,y,2) = 2 + sin(zy) + 2.

L’équation f(z,y,z) = 5 définit dans un voisinage de (z, 2y) =

que g(zg,2p) =y =0 et f(x,g(:c, z),z) = 5. De plus on a

Jg
[] 5, (L4 =

dg
ox

[]
] ag(l 1) =
D

- (1,4) =

83;

1

-2

-2

-2

et

et

et

et

91,4y =4
S5(1,4) =0
5014 =2
29(1,4y=0

(1,4) une fonction y = g(z, z) telle



Question 13: La solution y(z) de I’équation différentielle

y'(@) =4 - (y(@))?

qui satisfait la condition initiale y(0) = 0 vérifie aussi

Ov(-1)=2 Ov(-1)=—205
(1) =2 - (7)==

Question 14: Soit S la surface
S={(z,y,2) € R3 : —2cos(mz) + 2y + 3™ + yz = 23 }.

L’équation du plan tangent & S au point (3,2,0) est donnée par

[ ]92—12y+2=36 [ ] 92+ 11y + 122 = 10
[ ] 122 +9y+112 =54 [ ] 122 +9y+112 =18

Question 15: La solution u(t) de I'équation différentielle
u”(t) — 6u'(t) + Ju(t) =27t =0

qui satisfait les conditions initiales u(0) = 0 et «/(0) = 0 vérifie aussi
Du(%)zO Du(%)zll |:|u<§>:562+4 Du(%):ez

Question 16: Pour D = ]0,+00[ x ]0,27] et D = R?\{(z,0) € R? : 2 > 0}, soit G : D— D
définie par

G(r,¢) = (rcos(yp), rsin(y)).
Soit f: D — R, (z,y) — f(z,y), une fonction de classe C1(D) et soit f : D — R la fonction définie

par f(r,p) = (f o G)(r,¢). Si

T(r.9) = Jpogre) = (20 + cos(g)sin(p)  r(cos?(p) — sin’()) )
pour tout (r,¢) € D, alors
of (1 1\ V2 of (1 1\ _ V2
05 (7 v8) 05 () =%
of (1 1\ 52 of (1 1\ V2
05 (7 vs) = 057 vs) =2+

Question 17: La fonction

f(z,y) :x3+y3+3x2—9y2—8

[ ] atteint un maximum local en (0, 0)
[ ] watteint ni un maximum local ni un minimum local en (0, 6)
[ ] atteint un maximum local en (—2,0)

[ ] atteint un minimum local en (-2, 6)



Question 18: La limite
. ac3y — 3xy3 + 2°
lim 1 2.2, 14
(zy)—=(0,0) =~ +227Y" +y

|:| vaut 0 |:| vaut —3 |:| vaut —2 |:| n’existe pas




Deuxiéme partie, questions de type Vrai ou Faux

Pour chaque question, marquer (sans faire de ratures) la case VRAI si I'affirmation est toujours

vraie ou la case FAUX si elle n’est pas toujours vraie (c’est-a-dire si elle est parfois fausse).

Question 19: Soit f : R? — R la fonction définie par f(x,%) = 4sin(x) cos(x). Alors le polynéme
de Taylor d’ordre 2 de f autour de (0,0) est le polynome p,(x,y) = 4x.

[ ] VRAI [ ] FAUX

Question 20: Soit D = [0, 1] x [-1,1]. Alors

/sin(my) dedy =0.
D

[ ] VRAI [ ] FAUX

Question 21: Soit f:R3 = R, (z,9,2) — f(x,y,2), une fonction de classe C? et soit Hess((a)
O’f

la matrice hessienne de f en a € R3. Si @(a) = —2 et si le déterminant de Hess;(a) vaut —3,
alors f admet un maximum local en a.
[ ] VRAI [ ] FAUX

Question 22: Soit a € R tel que a < —16. Alors ’ensemble {(x,y) eR%:1> —2522—-15¢% > a}

est ouvert.

[ ] VRAI [ ] FAUX

Question 23: Soit f: R? — R une fonction de classe C' et soit S la surface

S={(z,y,2) ER®: 2 = f(x,y)}.
Si f(0,0) = 3 et si f admet en (0,0) un minimum local, alors ’équation du plan tangent & S au

point (0,0, 3) est donnée par z = 3.

[ ] VRAI [ ] FAUX

Question 24: Soit D un sous-ensemble compact non vide de R? et soit f : D — R la fonction

définie par f(z,y) = cos(cos(z — y?)). Alors f admet un maximum local.

[ ] VRAI [ ] FAUX

Question 25: Soit f : R? — R une fonction et soit p € R3. Si la dérivée directionnelle de f en p

existe suivant tout vecteur v, alors f est différentiable en p.
[ ] VRAI [ ] FAUX
Question 26: Soit £ C R" et F' C R™ deux ensembles non vides. Si E C F, alors OF C OF.

[ ] VRAI [ ] FAUX



Question 27: Soit D = R*\{(0,0)} et f : D — R une fonction telle que pour tout 6 € [0,27] on a
li i =2.
lim f(tcos(9),tsin(f))

Alors f admet un prolongement par continuité au point (0,0).

[ ] VRAI [ ] FAUX

Question 28: Soit £ C R? un sous-ensemble ouvert non vide et f : E — R, (x,y) — f(z,y),

une fonction de classe C?(E). Alors la fonction g—i : F — R est différentiable en tout point de F.

[ ] VRAI [ ] FAUX



