Analyse 11 Série 10
EPFL — Sections SIE/GC 01.05.2025

Auto-évaluation Aprés avoir fini chaque série d’exercices, vous devriez pouvoir
résoudre chaque exercice sans consulter vos notes de cours ou le corrigé. Plus
généralement, vous devriez pouvoir. . .

[J Déterminer I’équation du plan tangent & une surface en un point donné.

O Construire le polynéme de Taylor d’ordre N d’une fonction de 1, 2 ou 3
variables en un point spécifié.

[0 Analyser la nature d’un point stationnaire d’une fonction de deux variables :
— en utilisant les propriétés de la matrice hessienne ;
— en étudiant les valeurs de la fonction autour du point.

Exercice 1.
Déterminer ’équation du plan tangent a la surface d’équation:

(a) z =23y + 2% + y? au point (1,1, 3).
(b) z2* — 22%y + y*2 = 0 aux points de la forme (1,1, 2).
Exercice 2.

Pour les fonctions f suivantes, déterminer le polynéme de Taylor d’ordre N au point
donné.

(a) f(z,y) =3xy+2*>—y+5x—3 N =1, et (zo,p)=(1,-2)
(b) f(z,y) =2*y+ 22y +3y>*—bx+1 N=2, et (zg,5)=(0,0)

(¢) flx,y,z) =e* + ysinh(z) N =2, et (xo,y0,2) = (0,0,0)
(d) f(z,y,2) = ety N =2, et (xo,y0,20) = (0,0,0)
(e) f(z,y) = cos(x)*n®) N =3, et (z9,9)=(0,0)

(f) f(x,y) =log(x +y) N =5 et (xo,y)=(2—-1)

Exercice 3.
Soit f: R? — R;(x,y) — f(x,y) une fonction de classe CV. On suppose que f
admet un développement limité d’ordre N en (zg,y0) = (0,0) donné par

. (2,5)—(0,0)
f(@,y) =pn(zy) + |[(zy)|Ve(z,y), ot e(w,y) 0.

(a) Montrer que pour (x,y) € R? fixés, la fonction g: R — R;t — g(t) = f(tx, ty)
admet un développement limité d’ordre N en ty5 = 0 donné par

g(t) = pu(te.ty) + [¢7e(t),  one(t) =30,
(b) En déduire que py(z,y) = g(0) + g'(0) + 5,9"(0) + -+ + 379(0).

Exercice 4.

Soit f: I — R? une courbe de classe C!, o1 I C R est un intervalle. On suppose
que le vecteur position f(t) est orthogonal au vecteur vitesse f’(t) pour tout ¢ € I.
Montrer que 'image de f est contenue dans un cercle centré en (0, 0).



Exercice 5.

. . ) b e
On considére la matrice réelle symétrique M = (Z d)' Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes:

(a) M est définie positive.
(b) Les deux valeurs propres de M sont strictement positives.

(c) Ay =a>0et Ay =det(M) > 0.

Exercice 6.

Pour les fonctions f: R? — R données ci-dessous, étudier la nature du point sta-
tionnaire (0,0):

(a) f(z,y) =2 +y° (d) flz,y) = -2 -y (g) f(z,y)=—a*+y*
(b) f(z,y) =2 —y? (e) f(z,y) =a*+y* (h) f(z,y) = —z* —y*
(c) flz,y) = —2*+y° (f) flz,y) =a*—y*



