Remarque sur les corrigés

Lire une solution, méme partielle, d’un exercice sans avoir vraiment
essayé de le résoudre (plusieurs heures, méme parfois plusieurs jours)
est presque totalement inutile. Faire un exercice en ayant la solution
sous les yeux est beaucoup plus facile, et ne prépare que trés mal & un
examen (qui se fait sans solutions).

Par conséquent, la lecture du présent corrigé est déconseillée, et se fait
a vos risques et périls.



Analyse 11 Corrigé 1
EPFL - Sections SIE/GC

Solution 1.
(a) y' =log(5) - y.
(b) y" = —y, ou du premier ordre: (y/)* + y* = 1.
(c) ¥v" = —(y)?, ou du premier ordre: ¢/ = e™Y.
(d) v’ —2y' + 2y = 0, ou du premier ordre: ?

Solution 2.

Ona (yo(t)e™) = yh(t)e ' —yo(t)e™ = yo(t)e ' —yo(t)e ' =0c ar yo(t) = ya(t). Donc
la fonction yo(t)e™" est constante (dérivée nulle), d’ou y2( ) =C < y(t) = Ce.
Comme y5(0) = 1, on trouve Ce® = C' = 1, et donc yy(t) = €' qui est donc bien la
seule solution.

Solution 3.
On pose h(t) = yo(t) — y1(t). En remplagant dans I’équation, on trouve

anh(n) + Qp_1 h(n_l) + -+ alh/ —+ aoh =

( (n) (n—1)

AnYs * + Ap—1Ys e

+o a4 aoys) — (@ + an_1y)"V a4+ aoyr) =

b—b=0.

Solution 4.
(a) La dérivée de y est
T sin(x)

y(z) = tan(z) + cos(x)? i Ccos(:z:)2 '

En utilisant la définition de tan(x), on trouve que

x sin(x)

y'(z) — tan(z) y(z) = tan(z) + cos(z)? Ccos(x)2

— tan(z) (1 +wtan(z) + COfix))

:x(@—tan(mf) :x%r;(fj:x.

Les fonctions y(z) satisfont donc I'équation différentielle donnée.

Remarque: On peut aussi utiliser directement que (tan(x))/ =1+ tan(z)?.
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(b) On procéde de la méme maniére qu’au point précédent. On a
y'(x) = 2cos(x) — sin(2x) — C cos(x) e~ sin(z)

et donc, avec un peu de trigonométrie,
y' () + cos(z) y(z) = 2cos(z) — sin(2z) — C cos(x)e™ @

1 .
+ cos(x) (2 sin(z) + = cos(2x) — 3 + Cesm(:v))

2 2
1
=5 cos(z) + 3 cos(x) cos(2x)
- %cos(m) (1 + cos(2z)) = cos(z)® .
~——_— —

=2 cos(x)?

Les fonctions y(x) satisfont donc 1’équation différentielle donnée.

Solution 5.

y4 n’est solution d’aucune équation, car elle n’est pas définie sur un intervalle. Toutes
les fonctions (sauf y4) sont solutions de Fy, et y; est maximale. Pour FEs, les solutions
sont Y2, Y3, ¥s, Ys, €t les maximales sont v, y3, yg. Pour E3 c’est comme F, mais sans
yg. Les solutions générales sont les ensembles de toutes les solutions maximales:

JyR—=R
El'{ tHC(t—l)'CER}
Jy:]—oo, [ =R y: |]1,00] = R
EQ‘{ toot—1) | CERPY toct—1) | CER
Jy: ]=oo, [ = R . y: |1,o0o[ > R .
E?"{ 1tr—>(](z€—1)|0ER Y tr—>(](t—1)|cGR
Solution 6.
(a) On a
by 21+ xe™) = 2w(e™ —we™) 2 2xe (1 — x)
yir) =1 (1 + xe—®)? =1 1+ ze® * (1 + ze=®)?
—_———
y(z)
oz
et
2 2 2
v =t = (2= ) =t S
1+ ze ™ L+ze™™ (1 +ze®)
 —da? (14ze ™) +4a®  —date
B (1+ ze*)? (14 ze)?’
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Ainsi
4ade (xr — 1)

222y (z) = 2w y(x) — N =

Y

et donc

207y (2) — (z — 1) (y(z)* — 2%) — 2w y(z) =
e (x — 1) —4ae™"

(1 +ze—®)z (@= 1>m =0

La fonction y(z) satisfait donc 'équation différentielle. On a en plus

2 2e 1—e¢
1) = 1 1 _
y(1) 11T

Cltet
et y(z) est donc solution pour la condition initiale donnée.

La solution n’est pas maximale, car I'expression qui définit la fonction y(z)
satisfait 1’équation pour tout = € R tel que g(x) = 1+ xze ™ # 0, ¢’est-a-~dire
pour z # zg = —0.5671432904 . ... (On peut calculer z( par la méthode de
bissection en utilisant que la fonction g est continue et que g(—1)=1—e <0
et g(0) =1 > 0. Mais pour cet exercice, il suffit de constater que zg €] —1,0]
par ce méme raisonnement. )

—e
La solution maximale y.x pour la condition initiale ymax(1) = est donc
e

donnée par la méme expression pour y(x) mais interprétée comme fonction sur
I'intervalle |xq, ool .

Soit &1 > o et soit y; = y(xq). La fonction y(z) est alors aussi solution de
I'équation différentielle pour la condition initiale y(x;) = y;.



