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Exercice 1.
Soit 𝒇 ∶ R𝑛 → R𝑚 une fonction continue et 𝐸 ⊂ R𝑛 un ensemble non vide.

1) Montrer que 𝒇(𝐸) ⊂ 𝒇(𝐸).
2) Donner un exemple de fonction 𝒇 et ensemble 𝐸 pour lesquels l’inclusion du point précédent

est stricte.

Exercice 2.
Soit 𝐸 = ([0, 1] × [0, 1]) ∖ {(0, 0)} et 𝑓 ∶ 𝐸 → R définie par 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥

√𝑥2+𝑦2
, ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸.

1) 𝑓 est-elle continue sur 𝐸 ?
2) 𝑓 est-elle uniformément continue sur 𝐸 ?

Exercice 3.
Soit un sous-ensemble non vide 𝐸 ⊂ R𝑛.

1) Montrer la caractérisation suivante des fonctions continues. En supposant 𝐸 ouvert, une
fonction 𝒇 ∶ 𝐸 → R𝑚 est continue (i.e. 𝒇 ∈ C0(𝐸,R𝑚)) si et seulement si la préimage
𝒇−1(𝑉 ) de chaque ouvert 𝑉 ⊂ R𝑚 est aussi ouverte.

2) Montrer que si 𝐸 est compact et 𝒇 ∶ 𝐸 → R𝑚 est continue, alors l’image 𝒇(𝐸) ⊂ R𝑚 est
compact.

3) Montrer que si 𝐸 est connexe par arcs et 𝒇 ∶ 𝐸 → R𝑚 est continue, alors l’image 𝒇(𝐸) ⊂ R𝑚

est connexe par arcs.

Exercice 4.
Définition 1 (Fonction höldérienne). On dit qu’une fonction 𝒇 ∶ 𝐸 ⊂ R𝑛 → R𝑚 est 𝛼-höldérienne,
pour 𝛼 ∈ ]0, 1], si

sup
𝒙,𝒚∈𝐸

‖𝒇(𝒙) − 𝒇(𝒚)‖
‖𝒙 − 𝒚‖𝛼 < ∞. (4.1)

On vérifie facilement que cette définition ne dépend pas de la norme choisie sur R𝑛 et R𝑚.
1) Montrer que si 𝒇 est 𝛼-höldérienne, alors 𝒇 est uniformément continue sur 𝐸.
2) Utiliser cette propriété pour montrer que la fonction 𝑓 ∶ [−1, 1]2 → R,

𝑓 ∶ (𝑥1, 𝑥2) ↦ √|𝑥1 − 𝑥2| (4.2)

est uniformément continue sur [−1, 1]2.
Indication. Utiliser la propriété que, ∀𝑎, 𝑏 ∈ R+, ∣

√
𝑎 −

√
𝑏∣ ⩽ √|𝑎 − 𝑏|.
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