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Exercice 1.
Soit la fonction 𝑓 ∶ R2 → R définie par

𝑓(𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

𝑦
𝑥2 𝑒−𝑦/𝑥2 si 𝑥 ≠ 0,

0 si 𝑥 = 0.
(1.1)

Calculer lim(𝑥,𝑦)→(0,1) 𝑓(𝑥, 𝑦).

Solution
On considère la fonction

𝑔(𝑥, 𝑦) ≔ 𝑥2

𝑦 𝑒
𝑦

𝑥2 (1.2)

définie pour (𝑥, 𝑦) tel que 𝑥 ≠ 0 et 𝑦 ≠ 0. Si 𝑥 ≠ 0 et 𝑦 ≠ 0, on a bien sûr 1
𝑓(𝑥,𝑦)

= 𝑔(𝑥, 𝑦).
Soit 𝐶 > 0.

— Puisque lim𝑠→0+ 𝑠𝑒1/𝑠 = +∞, il existe 𝜀 > 0 tel que

𝑠𝑒1/𝑠 ⩾ 𝐶, ∀𝑠 ∈]0, 𝜀]. (1.3)

— Il existe 𝛿 ∈ ]0, 1[ tel que 0 ⩽ 𝑥2

𝑦
⩽ 𝜀 si |𝑥| ⩽ 𝛿 et |𝑦 − 1| ⩽ 𝛿. Par exemple 𝛿 =

min{1/2, √𝜀/2}.
— Ainsi, si 0 < |𝑥| ⩽ 𝛿 et |𝑦 − 1| ⩽ 𝛿, on obtient 𝑔(𝑥, 𝑦) ⩾ 𝐶 et 0 ⩽ 𝑓(𝑥, 𝑦) ⩽ 1/𝐶. Comme

𝑓(0, 𝑦) = 0, ceci prouve que

lim
(𝑥,𝑦)→(0,1)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0. (1.4)

Exercice 2.
Calculer

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

ln( 1+𝑥4+𝑦4

1+𝑥2+𝑦2
)

sin(𝑥2 + 𝑦2) . (2.1)

Solution
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Pour tout 𝒙 ∈ R2, on note 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2) et ‖𝒙‖ ≔ ‖𝒙‖2 = √𝑥2
1 + 𝑥2

2. On a

ln( 1+𝑥4
1+𝑥4

2

1+‖𝒙‖2 )

sin(‖𝒙‖2)
=

ln(1 + 𝑥4
1 + 𝑥4

2)
sin(‖𝒙‖2)

−
ln(1 + ‖𝒙‖2)

sin(‖𝒙‖2)
. (2.2)

Étudions ces deux limites séparément. D’une part,

lim
𝒙→𝟎

ln(1 + ‖𝒙‖2)
sin(‖𝒙‖2)

= lim
𝑟→0+

ln(1 + 𝑟2)
sin(𝑟2) = lim

𝑠→0+

ln(1 + 𝑠)
sin 𝑠 = 1. (2.3)

D’autre part, pour tout 𝒙 ∈ B(0,
√

𝜋) ∖ {0},

0 ⩽
ln(1 + 𝑥4

1 + 𝑥4
2)

sin(‖𝒙‖2)
⩽

ln(1 + ‖𝒙‖4)
sin(‖𝒙‖2)

𝒙→𝟎
−−−→ 0. (2.4)

Ainsi, en utilisant le théorème des deux gendarmes dans (2.4),

lim
(𝑥1,𝑥2)→(0,0)

ln( 1+𝑥4
1+𝑥4

2

1+‖𝒙‖2 )

sin(‖𝒙‖2)
= −1. (2.5)

Exercice 3.
Soit 𝑓 ∶ R2 → R la fonction définie par

𝑓(𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

𝑥2𝑦2

𝑥2𝑦2 + (𝑥 − 𝑦)2 si (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0),

0 si (𝑥, 𝑦) = (0, 0).
(3.1)

1) Montrer que

lim
𝑥→0

(lim
𝑦→0

𝑓(𝑥, 𝑦)) = lim
𝑦→0

(lim
𝑥→0

𝑓(𝑥, 𝑦)) = 0. (3.2)

2) Peut-on en déduire que lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 ?

Solution
1) Puisque, pour tout 𝑥 ∈ R∗, on a

lim
𝑦→0

𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
𝑦→0

𝑦2

𝑦2 + (1 − 𝑦
𝑥

)2
= 0 (3.3)

et pour tout 𝑦 ∈ R∗, on a lim𝑥→0 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0, on a finalement que

lim
𝑥→0

(lim
𝑦→0

𝑓(𝑥, 𝑦)) = lim
𝑦→0

(lim
𝑥→0

𝑓(𝑥, 𝑦)) = 0. (3.4)

2



2) Non : lim𝑡→0 𝑓(𝑡, 𝑡) = lim𝑡→0 1 = 1 ≠ 0 = 𝑓(0, 0).

Exercice 4.
1) Soit 𝑓 ∶ 𝐸 ⊂ R𝑛 → R et 𝒙0 ∈ R𝑛 un point d’accumulation de 𝐸. Montrer que lim𝒙→𝒙0

𝑓(𝒙) =
ℓ si et seulement s’il existe 𝑅 > 0 et une fonction 𝑔 ∶ ]0, 𝑅[ → R+ tels que lim𝑟→0+ 𝑔(𝑟) = 0
et, pour tout 𝒙 ∈ 𝐵(𝒙0, 𝑅) ∩ (𝐸 ∖ {𝒙0}), |𝑓(𝒙) − ℓ| ⩽ 𝑔(‖𝒙 − 𝒙0‖). Le choix de la norme
n’est pas important.

2) Utiliser le critère du point 1 pour montrer que les fonctions suivantes, définies de R2∖{(0, 0)}
dans R, ont pour limite 0 en (0, 0) :

𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 𝑦3

𝑥2 + 𝑦2 , (4.1)

𝑓2(𝑥, 𝑦) =
sin(𝑥𝑦)

√𝑥2 + 𝑦2
. (4.2)

Solution
1) Prouvons séparément chaque implication.
« ⟹ » Soit lim𝒙→𝒙0

𝑓(𝒙) = ℓ et choisissons 𝑅 > 0 tel que |𝑓(𝒙) − ℓ| < 1 pour tout 𝒙 ∈
𝐵(𝒙0, 𝑅) ∩ (𝐸 ∖ {𝒙0}).
Définissons la fonction croissante 𝑔 ∶]0, 𝑅[→ [0, 1] par

𝑔(𝑟) = sup{|𝑓(𝒙) − ℓ| ∶ 𝒙 ∈ 𝐵(𝒙0, 𝑟) ∩ (𝐸 ∖ {𝒙0})}. (4.3)

Clairement, ∀𝒙 ∈ 𝐵(𝒙0, 𝑅) ∩ (𝐸 ∖ {𝒙0}), |𝑓(𝒙) − ℓ| ⩽ 𝑔(‖𝒙 − 𝒙0‖). Montrons que
lim𝑟→0+ 𝑔(𝑟) = 0. On a que

∀𝜖 > 0, ∃𝛿 ∈ ]0, 𝑅[, ∀𝒙 ∈ 𝐸, (0 < ‖𝒙 − 𝒙0‖ ⩽ 𝛿 ⟹ |𝑓(𝒙) − ℓ| ⩽ 𝜖), (4.4)

ce qui implique 𝑔(𝛿) ⩽ 𝜖, 0 ⩽ 𝑔(𝑟) ⩽ 𝑔(𝛿) ⩽ 𝜖 pour tout 0 < 𝑟 ⩽ 𝛿 et donc
lim𝑟→0+ 𝑔(𝑟) = 0.

« ⟸ » Soit 𝑔 ∶ ]0, 𝑅[ → R+ tel que lim𝑟→0+ 𝑔(𝑟) = 0 et |𝑓(𝒙) − ℓ| ⩽ 𝑔(‖𝒙 − 𝒙0‖) pour tout
𝒙 ∈ 𝐵(𝒙0, 𝑅) ∩ (𝐸 ∖ {𝒙0}). Puisque lim𝒙→𝒙0

𝑔(‖𝒙 − 𝒙0‖) = 0, le théorème des deux
gendarmes implique lim𝒙→𝒙0

𝑓(𝒙) = ℓ.

2) Pour (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0), posons 𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2. On a

|𝑓1(𝑥, 𝑦)| ⩽ 𝑟3 + 𝑟3

𝑟2 = 2𝑟 ≔ 𝑔1(𝑟) (4.5)
et

|𝑓2(𝑥, 𝑦)| ⩽
|𝑥𝑦|

𝑟 ⩽ 𝑟2

𝑟 = 𝑟 ≔ 𝑔2(𝑟) (4.6)

avec lim𝑟→0+ 𝑔1(𝑟) = lim𝑟→0+ 𝑔2(𝑟) = 0.
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