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Exercice 1.
Soit la fonction f: R? — R définie par

Y —ylz? g
=e six#£0,
flz,y) = {5”2 (1.1)
Osiz=0.
Calculer lim, ), 0,1) f(7,¥)-
Solution
On considere la fonction
2 v
g(x,y) = —e=? (1.2)
Y
définie pour (z,y) tel que x £ 0 et y # 0. Si z # 0 et y # 0, on a bien sir f(l ;= g(z,y).
z,y
Soit C' > 0.
— Puisque limg_,g+ sel/s = 400, il existe £ > 0 tel que
sel/* > C, Vs €]0,¢]. (1.3)

— 11 existe § € ]0,1] tel que 0 < T L esi ] < § et |y — 1] < 6. Par exemple § =
Yy

min{1/2,/e/2}.
— Ainsi, si 0 < |z| < d et |[y— 1| < 6, on obtient g(z,y) > C et 0 < f(z,y) < 1/C. Comme
f(0,y) =0, ceci prouve que

lim x,y) =0. 1.4
(m,y)—>(0,1)f< y) (1.4)

Exercice 2.

Calculer

1+zt+y?t
ln( Y
1+22+y2

o) (e + 42) 2.1
(x,y)lir%O,o) sin(z2 + y2) (2.1)

Solution



Pour tout @ € R?, on note & = (x,z,) et |z] == ||, = \/z2+23. On a

4
n(1+m1+23> L )
iz ) In(1+a7+a5) In(l4]z])

sin(|z]*) sin(|z]*) sin([lz]”)

Etudions ces deux limites séparément. D’une part,

2 2
o In(1 + |z||) . In(1+47r?) lim In(1+s)

2-0  sin(|z|?) P50+ sin(r2) | soov sins
D’autre part, pour tout & € B(0,/7) \ {0},

4
_ltafrad) _In(l+af') =0

sin(Jz]?)  sin(jz[?)

Ainsi, en utilisant le théoréme des deux gendarmes dans (2.4),

1+xi+as
(e
1+ -

(12200 sin(|z]?)

Exercice 3.
Soit f : R? — R la fonction définie par

$2y2 .
Hog) =3 PP a—ge S @9 700,
0si (z,y) = (0,0).
1) Montrer que
lim (lim [z, y)) = 71113(1) (91515% flz, y)) -0

z—0 \y—0

2) Peut-on en déduire que  lim  f(x,y) =07
(z,4)—(0,0)

Solution

1) Puisque, pour tout z € R*, on a
2

lim f(z,y) = lim J
y—0

— =0
y=0y? 4 (1= =)

et pour tout y € R*, on a lim,_,; f(z,y) = 0, on a finalement que

lim (11;3(1J f(w,y)> = igr(l)(algg(l) f(:my)) =0.

(2.4)

(2.5)

(3.1)

(3.2)



2) Non : lim,_,q f(¢,t) = lim,_,o1 =1 # 0= (0,0).

Exercice 4.

1) Soit f: B C R" — Ret x; € R" un point d’accumulation de £. Montrer que lim,,_,,,  f(x) =
¢ si et seulement s’il existe R > 0 et une fonction g : |0, R[ — R, tels que lim,_q: g(r) =0
et, pour tout & € Bz, R) N (E\ {zg}), |f(x) — €| < g(|z — 2]|). Le choix de la norme
n’est pas important.

2) Utiliser le critére du point 1 pour montrer que les fonctions suivantes, définies de R?\ {(0,0)}
dans R, ont pour limite 0 en (0,0) :

3 3
filew) = . (41)
folz,y) = sin(zy) (4.2)

Solution

1) Prouvons séparément chaque implication.

« = » Soit lim,_,, f(x) = £ et choisissons R > 0 tel que [f(x) —¢| < 1 pour tout = &
B(zg, R) N (E\ {z0}).
Définissons la fonction croissante g :]0, R[— [0, 1] par

9(r) = sup{| f(@) — ] : @ € Blao,r) N (E\ {z0}) }- (4.3)

Clairement, V& € B(xg, R) N (E\ {xg}),|f(x) — £ < g(|x — z¢|). Montrons que
lim, o+ g(r) = 0. On a que

Ve> 0,30 € |0, R,V € E, (0<|z—xy| < = |f(x)—¢ <e), (4.4)

ce qui implique ¢g(d) < ¢, 0 < g(r) < ¢g(d) < € pour tout 0 < r < § et donc
lim, ¢+ g(r) = 0.

« < » Soit ¢ : |0, R[ — R, tel que lim, - g(r) = 0 et |f(x) — | < g(|& — x|) pour tout
x € B(zy, R) N (E\ {z}). Puisque lim,_,, g(|x — z,|) = 0, le théoréme des deux
gendarmes implique lim,_,, f(x) = £.

2) Pour (z,y) # (0,0), posons r = /22 4+ y2. On a

3+ 73
|f1(@,y)| < —m == g1(7) (4.5)
et
X T2
o < B < m i gy (1.6

avec lim, g+ g1 (r) = lim, g+ go(r) = 0.
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