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Exercice 1. (exercice proposé la semaine dernière)
Rappel 1. Soit 𝐸 ⊂ R𝑛, non-vide.

— Le complémentaire de 𝐸 est 𝐸∁ ≔ R𝑛 ∖ 𝐸 ≔ {𝒙 ∈ R𝑛 ∶ 𝒙 ∉ 𝐸}.
— 𝐸 est ouvert si, ∀𝒙 ∈ 𝐸, ∃𝛿 ∈ ]0, +∞[, tel que B(𝒙, 𝛿) ⊂ 𝐸.
— 𝐸 est fermé si son complémentaire est ouvert.

En utilisant les définitions ci-dessus, montrer les propriétés suivantes :
1) 𝐸 est ouvert si et seulement si 𝐸 = ̊𝐸 ;

2) ̊(𝐸∁) = (𝐸)
∁

; 1

3) ( ̊𝐸)
∁

= 𝐸∁ ;
4) E est fermé si et seulement si 𝐸 = 𝐸.

Exercice 2.
1) Soient 𝐸 ⊂ R𝑛 un ensemble compact et 𝐹 ⊂ R𝑛 un ensemble fermé, tous deux non-vides et

tels que 𝐸 ∩ 𝐹 = ∅. Montrer qu’il existe 𝒂 ∈ 𝐸 et 𝒃 ∈ 𝐹 tels que

‖𝒂 − 𝒃‖ = inf{‖𝒙 − 𝒚‖ ∶ 𝒙 ∈ 𝐸, 𝒚 ∈ 𝐹} > 0. (2.1)

2) En utilisant le point précédent, montrer que si 𝐺 est un sous-ensemble strict (i.e. 𝐺 ⊊ R𝑛)
non-vide, alors sa frontière ∂𝐺 n’est pas vide.

Exercice 3.
Notons 𝐸 = {(𝑥, sin 1/𝑥) ∶ 𝑥 ∈ ]0, +∞[}.

1) Montrer que 𝐸 est connexe par arcs.
2) Donner une description explicite de 𝐸.
3) Montrer que 𝐸 n’est pas connexe par arcs.

1. N.B. ̊(𝐸∁) est l’intérieur de 𝐸∁.
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Exercice 4.
Soit un nombre réel 𝜆 > 0 et, pour chaque entier 𝑛 ⩾ 1, soit

𝐷𝑛 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 ∶ (𝑥 − 1
𝑛)

2
+ (𝑦 − 1

𝑛)
2

⩽ 𝜆2

𝑛2 }

le disque fermé centré en ( 1
𝑛

, 1
𝑛

) de rayon 𝜆
𝑛

. Sous quelle condition sur 𝜆 l’ensemble 𝐷 ≔ ∪𝑛⩾1𝐷𝑛

est-il fermé ?

exactement lorsque 𝜆 = 1
𝐷 n’est jamais fermé

exactement lorsque 𝜆 ⩾
√

2
exactement lorsque 0 < 𝜆 <

√
2

Exercice 5.
Soit {𝐴𝑘}∞

𝑘=1 ⊂ R𝑛 (𝑛 ⩾ 1) une suite d’ouverts. Alors 𝐴 ≔ ∩𝑘=1𝐴𝑘 est ouvert.

VRAI FAUX
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