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Exercice 1.
Soit 𝑉 l’ensemble de toutes les suites réelles dont seulement un nombre fini d’éléments sont

non-nuls.
1) Montrer que 𝑉 est un espace vectoriel sur R.
2) Définissons l’application sur 𝑉

𝑁 ∶ 𝑣 ↦ √∑
𝑖∈N

𝑣2
𝑖 .

Prouver que 𝑁 est une norme sur 𝑉.
3) Le théorème de Bolzano–Weierstrass, tel que formulé sur R𝑛, est-il toujours vrai sur 𝑉

équipé de la norme 𝑁 ?

Exercice 2.
Considérons les sous-ensembles de R2 suivants :

𝛺1 ≔ {(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 ∶ 1 < 𝑥2
1 + 𝑥2

2 < 16}, (2.1)
𝛺2 ≔ {(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 ∶ 𝑥2

1 − 𝑥2
2 = 1}, (2.2)

𝛺3 ≔ {(𝑥1, 𝑥2) ∈ ]0, 1[ × R ∶ sin 1
𝑥1

< 𝑥2 < 2}, (2.3)

𝛺4 ≔ {(𝑥1, 𝑥2) ∈ ]0, 1[ × R ∶ 𝑥2 ∈ ]1, 5[ si 𝑥1 ∈ Q; 𝑥2 ∈ ]0, 5[ sinon}, (2.4)

𝛺5 ≔ {(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 ∶ 𝑥2
1 + 𝑥2

2 < 1} ∪ {(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 ∶ (1 − 𝑥1)2 + (1 − 𝑥2)2 ⩽ 1}. (2.5)

Ces ensembles sont-ils ouverts ? Sont-ils fermés ? Sont-ils bornés ? Justifiez vos réponses. Quel est
leur bord ?

Exercice 3.
Montrer que l’adhérence 𝐸 d’un ensemble arbitraire 𝐸 ⊂ R𝑛 est l’ensemble fermé minimal

contenant 𝐸.

Exercice 4.
Rappel 1. Soit 𝐸 ⊂ R𝑛, non-vide.

— Le complémentaire de 𝐸 est 𝐸∁ ≔ R𝑛 ∖ 𝐸 ≔ {𝒙 ∈ R𝑛 ∶ 𝒙 ∉ 𝐸}.

1



— 𝐸 est ouvert si, ∀𝒙 ∈ 𝐸, ∃𝛿 ∈ ]0, +∞[, tel que B(𝒙, 𝛿) ⊂ 𝐸.
— 𝐸 est fermé si son complémentaire est ouvert.

En utilisant les définitions ci-dessus, montrer les propriétés suivantes :
1) 𝐸 est ouvert si et seulement si 𝐸 = ̊𝐸 ;

2) ̊(𝐸∁) = (𝐸)
∁

; 1

3) ( ̊𝐸)
∁

= 𝐸∁ ;
4) E est fermé si et seulement si 𝐸 = 𝐸.

1. N.B. ̊(𝐸∁) est l’intérieur de 𝐸∁.
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