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Exercice 1.

Soit V1’ensemble de toutes les suites réelles dont seulement un nombre fini d’éléments sont
non-nuls.
1) Montrer que V est un espace vectoriel sur R.

2) Définissons l'application sur V/

N:v E V2.
ieN
Prouver que N est une norme sur V.

3) Le théoréme de Bolzano—Weierstrass, tel que formulé sur R, est-il toujours vrai sur V'
équipé de la norme N7

Solution

Rappel 1. Un ensemble E est un espace vectoriel réel si les opérations de somme « + » et
proportion! « - » sont définies sur E avec les propriétés suivantes.

Somme : Ex E 3 (z,y) x4y € E.
— Va,y,ze B, (x+y)+z=x+ (y+ 2).
— Ve,ye E,z+y=y+=.
— Jye E, Ve € E, x+y = x : ce « neutre additif » y est généralement noté Og, ou
simplement 0.
— Vaz € E,Jy € E, z+y = 0: cet « inverse additif » (ou « opposé ») de z est généralement
noté —zx.
Proportion : RXx E> (A z) = A-x € E.
— VNpeR Ve e E N (p-z)=(AXp) -z
— VreFE 1l-x==x.
— VAeER, Vz,ye E,\-(z+y)=X-x+ Xy,
— VN pueRVzeE, A+p)-z=X-x+p-.
1) Soit (u,v) € V2. La loi + sur V est définie par rapport a la loi + sur R — notées aussi
respectivement +y, et +r — avec u +yv = (u; +r V;)ien- (V,+) est un groupe abélien car +y,
— est interne & V (car u +v € V), et

— hérite naturellement des propriétés d’associativité, de commutativité, d’unitarité et
d’inversibilité de 4.

1. Multiplication par un scalaire (i.e. réel ici)



Soit 7 € R. La loi - sur Vest définie par rapport a la loi x sur R, avec r - u = (r X u;);en-
Quant a ses propriétés :

— elle est interne a V, car r - u € V;

— elle est associative par rapport a x ;

— elle est unitaire, et son élément neutre est 1’élément neutre de X ;

— elle est distributive par rapport a +y et & +g.
Par conséquent, (V,+,-) est un espace vectoriel de corps R.

2) N est définie sur V, puisque tout élément de V' n’a qu'un nombre fini de termes non-nuls. N
est également positive puisque, pour tout v € V, il est évident que N(v) > 0. Elle est méme
définie positive car, si N(v) = 0, alors Vi € N,v; = 0, i.e. v = 0y. De plus, N est absolument
homogene car, Vr € R, N(r-v) = 4/r2 ZzeN 2 = |r|N(v). Enfin, pour tous v,w € V] il
existe n € N tel que v; = w; = 0 pour tout ¢ > n. En utilisant 'inégalité triangulaire pour
la norme euclidienne dans R™, on obtient

N(v+w) Z (v; + w;) Zv +\/Zw = N(v) + N(w). (1.1)

Par conséquent, N vérifie I'inégalité triangulaire. N est donc une norme.

3) Pour i € N, soit la suite 6; € V dont tous les éléments sont nul, sauf le i — me, qui vaut 1.
Par exemple

8o = (1,0,0,0,..) €V, &, =(0,1,0,0,..) €V, &, =(0,0,1,0,0,..) € V.

Observons que N(6y—d;) = N( (1,—1,0,0,...) ) = v/2; plus généralement N (5, —6,) = v/2
pour tous k # £.
Considérons la suite (d;);ey C V. N.B. N(§;) = 1 pour tout i. Aucune sous-suite (J;, )ren

ne peux converger, car une telle sous-suite devrait satisfaire N(J;, —9;,) < V2 pour tous
k, £ suffisamment grands. Avec plus de détails, supposons par ’absurde qu’une sous-suite
(05, )ken converge vers un certain v € V, ce qui signifie limy,_,,, N(J;, —v) = 0. On aurait
alors la contradiction

N,

1k

—3;,) SN(6;, —v)+N(w—14;,) < V2

pour tous k, ¢ suffisamment grands.

Exercice 2.

Considérons les sous-ensembles de R2 suivants :

2y = {(21,25) €R?: 1 <af + 23 < 16}, (2.1)
2= {(21,75) €ER? 2t —af =1}, (2.2)
2y = {(xl,xg) G}O,I[XR:sinxi1 < g <2}7 (2.3)
02, :={(x,25) €10,1[ x R: 29 €]1,5[ si z; € Q;25 € ]0, 5] sinon}, (2.4)
25 :={(x,25) € R?: x1+x2<1}u{ xl,xQ)GRQ:(l—xl)Q—i—(l—mQ)le}. (2.5)



Ces ensembles sont-ils ouverts ? Sont-ils fermés ? Sont-ils bornés ? Justifiez vos réponses. Quel est
leur bord ?

Solution

Remarque préliminaire : les seuls sous-ensembles de R™ a la fois ouverts et fermés sont @ et

R™.
1)

L’ensemble (2, est une couronne centrée a l'origine. {2, est borné car Vo € 2y, |z[, < 4.
Mountrons qu’il est ouvert : considérons @ := (x1,x4) € £2; et

5::min{\/x%+x%—l,4—\/x%—i—x%}. (2.6)

BH'"Q(:BV(S) C (2.7)

Alors

(faire un dessin). Prouvons (2.7) en étudiant un quelconque y € BH,||2(£E, 0). Par définition
de 4, on a

lz—yl, <lzl,—1 et |z—y|,<4—]z], (2.8)
Cela conduit a
lyl, <z —yl, + lzl, <4 —lz|, + |=], =4 (2.9)
et
lyly, = lzl, — llz —yl, > |=l, — (=], —1) = 1. (2.10)

On a donc y € 24, ce qui prouve (2.7).
2, étant ouvert, mais différent de @ et R2, il ne peut pas étre fermé.
Son bord est

002, = {(z1,29) € R? : 2 + 23 = 1} U { (21, 35) € R?: 2} + 23 = 16}. (2.11)

Pour le prouver : si 7 + 23 = 1 et si 6 > 0, on vérifie que B||“‘2(m,6) N§y #+ @ et
B||“‘2(:B, §) N 2§ #+ @; de méme si 2% + x5 = 16. Vérifier encore qu’il n’y a pas d’autres points
possibles dans le bord.

Soit (zq,25) € §25. On a

1 =af —a3 = (z1 — ) (21 + ) = Y1%o (2.12)
avec
Y1i=T1 — To, Yo 'i=T1+ To. (2.13)

Or I'équation « y;y5 = 1 » décrit une hyperbole dans le systéeme d’axe Oy;ys.

Il s’agit d’un ensemble fermé. Pour le prouver, montrons que son complémentaire dans R?,
ie. 25:={(z,75) € R? : 27 — 23 # 1}, est ouvert. Considérons un point z := (2, 29) € 25
et montrons qu'il existe § > 0 tel que By, (2,0) C 25 (notez la norme utilisée). Sans



restriction de généralité? supposons qu'il existe ¢ > 0 tel que 22 — 22 — 1 = . Soient

§ €10, 400, et w = (w1, wy) € By, (2,0). Alors w s’écrit

wy = 21 + 04,
P avee |01] + 62| < 4, (2.14)
wy = 2z + 0y,
et vérifie
wi— w3 —1=27 — 25 — 14252, — 20,25 + 6] — 03 (2.15)
> e — (20 (|z1] + |22]) +26%) > ¢/2 (2.16)

si d > 0 est choisi tel que 28 (|21| + |22]) < £/4 et 262 < /4. Pour un tel choix de J > 0, on
a w € §25. On en conclut que BH,HI(Z, 0) C £25 et £25 est ouvert.

2, n’est pas borné car il contient (/1 + 23, x,) avec |z,| pouvant étre choisi arbitrairement
grand. On vérifie que le bord de {2, est {2, lui-méme.

3) {25 est un ensemble ouvert. Soit @ := (Z1,Ty) € 25. Cherchons d; > 0 et J, > 0 de sorte
que |, — 01, T + 61 X [Ty — 09, Ty + d5] C 25. En imposant §; < min{z;,1 —,}, on
s’assure déja que |x; — 6;, 7 + §;[ C]0, 1[. En imposant d, < 2 — T, on s’assure aussi que
|y — 89, Tg + 5[ C] — 00,2[.

Comme Ty — sin(E{l) > 0, on peut choisir §, €]0,2 — T,] vérifiant 26, < Ty — sin(ifl).
Puisque la fonction x + sin(z~!) est continue en Z;, on a I'existence de
6y €]0, min{zy,1 -7, }]

tel que, pour tout x; > 0 vérifiant |z, — T,| < dy,

(1 (1
&n(x—l) _bm<f_1>’ < 0. (2.17)

Finalement Si (l‘l, xQ) c ]El — (51,51 + 61[ X ]52 — (52,52 + (52[ alors

sin(i> < Sin(_i) + 0y = sin(é) + 205 — 0y

zy Zq Ty

< sm(%) + (52 — SIH(EI1>> — 52 = 52 - 62 < Zg.
1

Comme on avait déja |71 —d1, 71 +0;[ C ]0, 1] et T+, < 2, cela montre que By, (T, min(dy,d,)) C
2. 11 est vivement conseillé d’agrémenter cette preuve d’un dessin.
L’ensemble (25 est borné car, V& € §23, |z[ __ < 3. Le bord de 23 est donné par

0825 := {(;Ehsin(acfl)) :xy €10, 1}}
U ({0} X [—1,2]) U ([0, 1] % {2}) U ({1} % [sin 1,2}). (2.18)

Montrons seulement que {0} x [—1,1] C 0£2;. En effet, soit (z,,25) € {0} x [-1,1] et
§ €10, +oc[. Alors Je € J0,min{d, 1}[ tel que sin(e~1) = —1.

Dans le cas xy € |—1,1], on a (g,249) € 25 et (¢,25) € BH.HOO(:I:,(S).

Dans le cas ©y = —1, 0on a (g, +¢) € 25 et (e,25 +¢) € B”,Hoo(a:,é).

Drautre part « € By _(x,6) N 25 # &.

2. La démarche est identique si on suppose € < 0.



4)

{2, n’est ni ouvert, ni fermé ; considérons en effet deux cas particuliers.
a) Soit @ = (z1,29) € (]0,1[\ Q) x ]0,1[. Alors & € 24, mais B(x,d) ¢ {2, pour tout
0 > 0, ce qui montre que {2, n’est pas ouvert.
b) Soit @ := (x1,2z5) € (]0,1[N Q) x ]0,1[ : alors = ¢ 2, et B(x, ) N 2, #+ @ pour tout
0 > 0. Cela prouve que (27 n’est pas ouvert, donc 2, n’est pas fermé.
24 est borné car, Va € 24, |z < 5. Enfin,

90, = ({o, 1} x [0,5]) U ([0, 1] % [0, 1]) U ([0,1] X {5}) (2.19)

Vérifions par exemple que [0, 1] x [0, 1] C 042,. Soient x € [0,1] x [0,1] et § > 0 : le disque
B(x,0) contient des points de {2, et des points de §2§, ce qui prouve l'inclusion.
25 =C,UC, avec

— ( le disque ouvert centré en (0,0), de rayon 1, et

— (), le disque fermé centré en (1,1) de rayon 1.

Il n’est pas ouvert car
1

(H%’Hﬁ> 2.\ 2.

Il n’est pas fermé car R? \ §25 n’est pas ouvert :

(%%) € (R2\ 25)\ (R2\ 25)".

25 est borné, car |x[, < 14 /2 pour tout = € £2s.
Enfin, en observant que

{(zy,25) € R?: 2 + 23 = 1}n{(21,75) €R?: (1 —2)2 + (1 —25)2 =1} = {(1,0), (0,1)},
on obtient

805 = {(.'1/'1,.’132) S RQ : .'I,'% +,{C% = 1’ T +£L'2 < 1}
U {(xlva) eR?: (1 —xl)Q +(1 —x2)2 =1, 2y +x9 > 1}. (2.20)

Exercice 3.

Montrer que 'adhérence E d’un ensemble arbitraire E C R™ est I'ensemble fermé minimal

contenant F.

Solution

Soit @ € R™. Par définition, = € E si Vé € 10, +00[, B(x,6) N E # @. Il en résulte que E C E.
Dans le cours, nous avons vu que E est fermé.

Soit F' C R”, fermé, tel que F O E. Prouvons que E C F, i.e. que R"\ F C R" \ E. Soit
x € R™\ F. Puisque R™ \ F est ouvert, il existe § € ]0, +00[ tel que B(x,d) C R™ \ F'; puisque

ECF, B(x,0) CR"\ E. Dot B(z,d)NE =@ et x € R"\ E.

Exercice 4.



Rappel 2. Soit £ C R™, non-vide.
— Le complémentaire de E est E°:=R"\ E:={z € R" : = ¢ E}.
— F est ouvert si, Vo € E, 36 € ]0, +00], tel que B(x,d) C E.
— F est fermé si son complémentaire est ouvert.
En utilisant les définitions ci-dessus, montrer les propriétés suivantes :

1) F est ouvert si et seulement si F = E‘;
c .

) (E ) (E) ;°

3) (B) =T

4)

2

E est fermé si et seulement si E = E.

Solution

1) On rappelle que
E:={xec E:30€)0,+oc0[,B(x,d) C E}, (4.1)

donc E C E. Si E est ouvert, alors V& € E, 30 € 10, +00[, B(x,d) C E, donc x € E et
E C E. On en conclut que E = E si E et ouvert.

Pour I'implication réciproque, supposons E = E. Alors pour tout x € E, on a « € E et
36 € )0, +o0[ tel que B(x, ) C E. Par conséquent, E est ouvert.

2) Par définition,

E={xeR":V§ec]0,+oo],B(x,d§) NE + 3}, (4.2)
donc

(E)Can\E:{xeRn:356]0,+oo[,13(m,5)mE:®} (4.3)
={x e R": 3§ €0, +o0[,B(z,d) C E°} (4.4)
= (E°). (4.5)

3) Par (4.1),
(£)° = {x € R": V5 €10, +o0[, B(z, 6) ¢ E} (4.6)
={z eR": V5 €]0,+00[,B(z,8) N (E®) + @} (4.7
= EC. (4.8)

—C _
4) E fermé <= E° ouvert <= E° = (EC) < E°=(F) < E=F

Autre solution. D’apés un exercice précédent, E “est le fermé minimal contenant E. Si E
est fermé, alors ce fermé minimal est F lui-méme : £ = E. Réciproquement, si F'= FE, alors
FE est fermé puisque F lest.

3. N.B. (EC) est l'intérieur de E°.
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