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Exercice 1.
1) Soient 𝐾 ⊂ R𝑝 un ensemble compact et (𝑇𝑛)𝑛∈N ⊂ 𝐶0(𝐾, 𝐾) une suite de fonctions.

Supposons que, pour chaque 𝑛 ∈ N, 𝑇𝑛 admet au moins un point fixe ; i.e. il existe 𝒙𝑛 ∈ 𝐾
tel que 𝑇𝑛(𝒙𝑛) = 𝒙𝑛. Enfin, supposons que lim𝑛→+∞ 𝑇𝑛(𝒙) ≕ 𝑇 (𝒙) existe pour tout 𝒙 ∈ 𝐾,
avec convergence uniforme :

lim
𝑛→+∞

sup
𝒙∈𝐾

‖𝑇 (𝒙) − 𝑇𝑛(𝒙)‖ = 0.

Montrer que la fonction 𝑇 ∶ 𝐾 → 𝐾 ainsi définie admet au moins un point fixe 𝒙∗ ∈ 𝐾.
2) Définissons 𝐾 comme au point 1. Une application 𝑇 ∶ 𝐾 → 𝐾 est dite « bien approchée par

des contractions » s’il existe une suite de contractions (de 𝐾 dans lui-même) qui converge
uniformément vers 𝑇. Définissons maintenant 𝐾 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 ∶ 1 ⩽ 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 2} et, pour
tout (𝛼, 𝑥, 𝑦) ∈ ]0, 2𝜋[ × R × R,

𝑅𝛼(𝑥, 𝑦) ≔ (cos 𝛼 − sin 𝛼
sin 𝛼 cos 𝛼 )(𝑥

𝑦).

Montrer que 𝑅𝛼 n’est pas « bien approchée par des contractions ».

Exercice 2.
Définissons la fonction 𝑓 ∶ R2 → R pour tout (𝑥, 𝑦) ∈ R2 par 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦. Trouver

les points stationnaires ainsi que les maximum et minimum globaux de la fonction 𝑓 restreinte à
𝐵((0, 0), 1).

Exercice 3.
Soient 𝑓1 ∶ R2 → R et 𝑓2 ∶ R2 → R deux fonctions définies par

𝑓1(𝑥, 𝑦) = {
1 si 𝑦 = 𝑥2 et 𝑥 ≠ 0,
0 sinon ;

(3.1)

𝑓2(𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

𝑥3

𝑥2 + 𝑦4 si (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0),

0 sinon.
(3.2)

Pour chaque fonction, étudiez :
1) sa continuité en (0, 0) ;
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2) si ses dérivées partielles et directionnelles existent en (0, 0) ;
3) sa différentiabilité en (0, 0).

Exercice 4.
1) Soit 𝑭 ∶ R2 → R2 définie pour tout (𝑥, 𝑦) ∈ R2 par

𝑭 (𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 2𝑦 + 𝑥2

𝑦 − 𝑥3 + 𝑦2).

Pour 𝒑0 ≔ (4, 1) et 𝒑1 ≔ (1, 1), montrer qu’il existe 𝛿0, 𝛿1 > 0 tels que

∀𝒑 ∈ 𝐵(𝒑0, 𝛿0) ∃𝒑̃ ∈ 𝐵(𝒑1, 𝛿1) 𝑭 (𝒑̃) = 𝒑.

2) Soit 𝑭 ∈ 𝐶0(R𝑛,R𝑛) telle que 𝑭 ∘ 𝑭 = I. Montrer que l’image par 𝑭 de tout sous-ensemble
ouvert de R𝑛 est ouverte.

Exercice 5.
Evaluer les intégrales suivantes et esquisser leur domaine d’intégration :

𝑖) ∫
1

0
(∫

1

𝑦
𝑒(𝑥2) 𝑑𝑥)𝑑𝑦 𝑖𝑖) ∫

1

0
(∫

1

3√𝑦

√1 + 𝑥4 𝑑𝑥)𝑑𝑦
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