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Exercice 1.

Soit un intervalle ouvert I, ty € I et f: I X R — R une fonction continue. Pour chaque ¢ € I fixé,
on suppose que la dérivée de f(t,-) par rapport & x existe en tout point de R et est non positive :

of
- <
VieIVzeR 8m<t’m) <0,

et que ? est continue sur I x R. Démontrer que le probleme a valeur initiale : trouver u €
xr
CH(IN[ty,o0[) tel que

U(t()) = Ug,

{wu>=fmuu»,tefmwmmL
ol uy € R, a une solution globale unique.

Exercice 2.
Soient f € C°(R?) telle que
V(t,x) € R? xf(t,z) < esBH(1 + 2?2)

et u € CY(R) solution de

Montrer que Vt € R, |u(t)| < v2e.

Exercice 3.

1) Soient I, E C R des intervalles ouverts, f € C°(I x E,R) localement lipschitzienne et
(tg,ug) € I x E. Considérons le probleme de Cauchy suivant :
{M@%:ﬂtwﬂ%tEL

u(ty) = ug. (3:-1)

Définition 1 (Barricre inférieure). Soient J C I un intervalle ouvert contenant #, et
¢ € CY(J,E). Le couple (J,p) est appelé « barriére inférieure » de (3.1) si ¢(tg) = uq e,
Vit e J, o' (t) < f(t,o(t)). Cette barriere inférieure est dite « forte » si l'inégalité ci-dessus
est stricte.



~

Soient (J,¢) une barriére inférieure de (3.1) et (J,u) une solution maximale de (3.1).

Montrer que, ¥t € J N .J N [ty, 400, ¢(t) < u(t). Montrer également que cette derniére
inégalité est stricte si la barriére inférieure est forte.

Indication. Essayez d’argumenter par ’absurde.

Indication. 11 peut étre utile d’utiliser le lemme de Gronwall : Soit (a,b) € R? tel que a < b.
Soient u, 3 € C%([a, b]). Si u est différentiable sur Ja, b et Vt € Ja,b] ' (t) < B(t)u(t), alors

Vt € [a,b] u(t) < ula) exp(fat ﬂ(s)ds).

2) Soit (tg,ug) € RE x R; considérons le probléme de Cauchy suivant :

u'(t) =t+u(t)? t eR,
(6)=t+u(t) )
u(ty) = ug-
a) Montrer que, pour tout v € ]O, \/% [, la solution u de (3.2) satisfait
'ytan<'y(t —ty) + arctan(%)) <u(t), VteElto,to+7(Y)],
en notant pour un quelconque z € R, : 7(z) := 27! (g — arctan(%/z)).
Indication. V(t,y) € |2, +oo[ x R, ¥2 + 42 < f(t,y).
b) En déduire que
lim  w(t) = +o0.
t—to+7(v/to)
Exercice 4.
Soit ug € R. Considérons le probleme a la valeur initiale
t 3
W) =
u(t) — 1 (4.1)
u(0) = ug

Discuter I'existence et l'unicité de solutions locales, maximales et globales — sans les calculer
explicitement — pour ¢ > 0, selon les trois cas suivants :

2) Up G}Oal[v

Aidez vous avec un dessin.
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