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Exercice 1.

Considérons la fonction u solution de ’équation

u = u, teR,
u(0) = 1.

Calculer explicitement la suite d’itérées définie par

¢
ug=1sur R et V(j,t) e N*xR uj(t)::1+/u'
0

Exercice 2.

Soient ty, uy € R. Discuter 'existence et — le cas échéant — I'unicité d’une solution globale des
problémes de Cauchy suivants.

1)
VEER, wu/(t)= fi“—it(); (2.1a)
ulty) = up. (2.1b)

2)
VteR, u/(t) = arctan(tu(t)), (2.2a)
ulty) = up. (2.2b)

Exercice 3.

Soit I C R ouvert avec ty € I, f: I x R™ — R"™ continue, localement lipschitzienne par rapport
au second argument, et soit £ : I — R continue.
On suppose £(t) > 0 pour tout ¢t € I, et

ly - FEy)| <O+ [yl*), vtel, vyeR™ (3.1)
Montrer que le probléme de Cauchy

{u'<t> = f(t,u(t), tel

ulty) = uo (3.2)



admet une solution globale unique w € C*(I,R"™).

Indication 1 : Le probleme de Cauchy (3.2) admet une solution maximale (J .., »). Sila
solution maximale n’est pas globale (Ja, 8] = Jpax © I avec a, € [—00, +0¢]), alors on a que si
a € I, alors lim |u(t)| = +oo et si 5 € I, alors lirg [w(t)]| = +oo.

t—at t—B—

d
[w(t)|?, et séparer les cas t € [ty, B[ et t € |, ty].

1
Indication 2 : Considérer la quantité >3

Exercice 4.

Soit b € R ; notons I := ]b, +oc[. Soient (ty,ug) € I x ]0,+o00] et f € CO(I x R,R) localement
lipschitzienne par rapport a son deuxiéme argument. Supposons les existences de a € ]0, +o00[ et
1 € C°I,[a, +oo) tels que Y(t,z) € I x |0, +o0[, zf(t,z) > I(t)(1 + x*). Considérons le probleme
a valeur initiale suivant.

Vit e }tOv +OO[’ u/(t) = f(ta u(t))v (413)
u(ty) = ug. (4.1b)

1) Justifier 'existence d’une solution locale & (4.1).

2) Prouver qu’aucune solution globale n’existe.
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