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Exercice 1.

Calculer les intégrales suivantes :

D
//Rz 1n1 T;;ZZ?]) ) dz dy, (1.1)
2)
/4,%0[2 % (1.2)
Solution

1) Pour tout k € N*, notons Dy, := B(0,k) C R2. Remarquons que : (1) Dy est un compact

mesurable au sens de Jordan, (11) D, C Dy,1, et (111) Upen Dk = R2. Notons

In(1 + 2? +y)
Ik_// Ao W (1.3)

Calculons I}, en coordonnées polaires :

z = 1rcosf

V(z,y) € Dy \ ([07k[><{(0,0)})7 Ji(r,0) €10, K[ x 0,27, { (1.4)

y=rsinf

Le jacobien de cette transformation définie entre deux ouverts est (r,6) — r. Comme
[0, k[x{(0,0)} et 0D, sont négligeables, I'intégrale sur D), vaut celle sur D\ ([0, k[x{(0,0)}).

Donc
n(1 n(1
Ik—// In{l +17%) rdrde_// LR i BENPY
10, k[x 0271'[ 1+r [0,k]x[0,27] (L+72)2

27
/ d9/ lnl—l—r Td’l":ﬂ'/ M%dr
b (1472)2

Faisons le changement de variables ¢ = 1 + 72, avec dt = 2rdr. On a alors

1+k2 t=1+k? 2
- hlt parpartzes 1 _ 1 11’1(]. —+ k )
Ik—ﬂ/l —-dt {—?(1+lnt)}t:1 —7T(—1+k2— T +1].

(1.5)



Il en résulte que limy,_, . I;, = 7. Puisque 'intégrande de (1.1) est positive ou nulle sur R?,
I'intégrale généralisée (1.1) est absolument convergente et sa valeur est 7 :

In(1+2° +y%)
= . 1.
//Rz 0725 ) dedy=m (1.6)

2) Pour tout k € [2, +oo[, notons Ry, := [k, k]*. Remarquons que : (1) R est un compact
mesurable au sens de Jordan, (1) Ry C Ry, et (111) U, , Ri =0, +-00[*. Notons

J _// dx dy _/k dx /k dy (1.7)
T e, O+ T b T i T2 '
k k
2
= ([arctanx]ijﬁ) (1.8)
= (arctank—arctan E) . (1.9)

Il en résulte que limy, . J, = (7/2)? = 72 /4. Puisque I'intégrande de (1.2) est positive sur
10, +00[2, I'intégrale généralisée (1.2) est absolument convergente et sa valeur est 72/4 :

dz dy 72
—_— = — 1.10
/4,+oo[z Tre+y) 4 10

Exercice 2.

1) Pour a € R, nous définissons la fonction I par

1
I(a):/ RNl dz dy. (2.1)

Donner le domaine de définition de 1.

2) Pour a € R, nous définissons la fonction J par

dz dyd=. (2.2)

1
(OB ey

Donner le domaine de définition de J.

Solution

1) Soit R € ]0, +o0[; notons

1
Ip(a) ::J[ = dz dy. (2.3)
f B(0,R) (1 ++v/x2 + y2)



Soit @ € R\ {1, 2}. Calculons en passant en coordonnées polaires :

R 27
In(a) = / dr / Wde (2.4)
0 . 0
=27 r(l+r)"*dr 2.5
[ e (2.
R R
_ [12far(1+r)1fa]r:0— 12”&/0 (14 dr (2.6)
_ 2m - 2m r 2—a 8
— ——R(l+R) [(1_a)(2_a)(1+ ) L_O (2.7)
_ 2m - 2m 2—a
_l—aR(1+R) (1—a)(2—a)((1+R) 1). (2.8)
De plus
R R
Ir(1) = 271'/ T :_ " dr = 27T/ (1 — 7 j—r) dr =2x[r —In(1 + r)]fzo (2.9)
0 0
=2m(R —In(1 + R)), (2.10)
R R
1h(2) = 27r/0 (1;)2 dr = —2w[1iT}R_O+2w/O %Hdr (2.11)
= —2771 fR +27In(1 4+ R). (2.12)

D’aprés (2.8), (2.10) and (2.12), lim,,_, o I,,(«) existe si et seulement si o > 2. Puisque la

fonction (z,y) = (14 /22 + y2)~ est positive, elle est absolument intégrable sur R? si et
seulement si a > 2.

2) Soit R € )0, +o0[; notons

= drdydz. (2.13)

Inle) = [ !

- B(0,R) (1 + V2 +y2+ z2)



Soit @ € R\ {1, 2,3}. Calculons en passant en coordonnées sphériques :

27 R T 92 .
Ja:/ d0/ (/”m‘pd>dr 2.14
R( ) A A A (1—|—7")O’ 2 ( )
27 T R T2
= dé (/ sin d) / —dr 2.15
/0 [ smede ) T (2.15)
R
=47r/ r2(147r)~*dr (2.16)
0
47 47 R
— 2 l—a __ -«
= 1—aR (1+R) 1_a/0 2r(14+r)t~>dr (2.17)
_ 4Am l-a _ 8w 2—a
_1—aR (1+R) (17Q)<27Q)R(1+R)
5 " (2.18)
7r
+ / 1+ 7r)2~dr
(1—a)(2—a) b ( )
_ Ar l-o 8 2 a
—l_aR (1+R) (1704)(2—04)R(1+R)
o (2.19)
1+ R)3 —1).
T T L )
De plus
B2 f1+r)?2-201 1
JR(l):47r/ 4 dr:47r/ Atn)—204n)+1, (2.20)
b 147 b 147
R2
= 4 (R + 5 —2R+In(1+ R)>7 (2.21)
R? B orar
JR(2>——47T1+—1% +87T/0 1+7’
R? = 1 R?
——47r1+R+87r/0 (1— 1—}—7“) dr——47r1+R+87r(R—ln(1+R)), (2.22)
(2.23)
R? R Roqr
JR<3)——27T(1+R>2—47T1+R+47T/0 T (2.24)
2
=27 il 4 i +47In(1 + R). (2.25)

(1+R)? 1+R

D’apres (2.19), (2.21), (2.22), et (2.25), lim,,_,, . J,(a) existe si et seulement si o > 3.
Puisque la fonction (z,y,z) — (1 + /22 4+ y2 4 22)~% est positive, elle est absolument
intégrable sur R? si et seulement si o > 3.

Exercice 3.



1) Pour j € N*, notons K := [—j, j|>. Prouver l'existence de

. sin x sin
lim SRTINY e dy,
J—=+o0o K, T Yy

N . sin s , . oy 2 . .
ou la fonction s est étendue par continuité en 0 en lui assignant la valeur 1 en 0.

2) A-t-on
sup{ /
K

Solution

—smxsmy‘ dzdy : K C R? compact Jordan-mesurable non Vlde} < +00?

1) Soit j € N* :

/ sinxsinydxdy/j Sinxdx/jSinydy4/j Sinxdx/j sinydy
Kk, Y - ¥ - Y o ¥ o Y

J J

sin siny

Considérons fj (qui vaut fj dy) Si j > 1, intégrale sur [0, 1] ne pose pas de

difficulté car I’ mtegrande est contlnue sur [0, 1] (apres extension) : fol T 4o est un réel

indépendant de j. Ensuite on intégre sur [1, j] par partie pour faire apparaltre un % :
x

T sinz —cosx1d T cosx
dz = — 5 dx
oz x v Lo

et on obtient que toutes les limites lorsque j — 400 existent.

2) La réponse est « non » ; prouvons-le.
Pour tout entier k > 2, soit By, = [, k]2, Alors

2
/ smxsmy‘d dy — /k”|sinx| dm/k”|siny| dy = (/k”|sinx| da;)
B T z T Y T z

D’apres un résultat d’analyse 1, limy_,, o f’m [sinzl gy

k

= +00 et donc
xT

. sin x sin
lim —y
k—+4o00 By

‘d dy = +o0.

Exercice 4.
Notons D := B(0,1) et f la fonction définie pour tout (z,y) € R? par

_ Y
f(xay) - ($2+y2)2

Nous voulons vérifier si l'intégrale fD f existe.



1) Soit € € R,, ; notons C, := B(0,1) \ B(0,¢). f est-elle intégrable sur C, ? Si oui, donner
limeﬂo fce f
2) Soient € € R, et @ € R, ; notons A(e, o) = AT (e) U A~ (e, ) avec

At(e) ={(z,y) eERx R, : 2 < 2? + 9> < 1}
et A (e,a) ={(z,y) eRxR_, : % <2?+1y? < 1}.

Donner les valeurs de o pour lesquelles lim,_,q | a(e0) f existe.

3) Conclure quant a I'existence de fD I

Solution

1. la solution est 0. C’est facile de vérifier apres le changement de variables en coordenées
polaaires, puisque sin(f) es une fonction impaire. Donc, oui, f est integrable sur C..

2. Prenons maintenant la suite de domaines

Df={e2 <22 +y*<1, y >0},

D.=D:UD- o
{DE—{a2€2<x2+y <1,y <0}

Alors,
// f(@,y) dudy = / f(@,y) dody + / Fe,y) dedy
D, D D-
27
/ s1n9d d9+/ / sm@d a0
_2(——1> 2<i—1) 201
€ OE € (07
3. Donc,

400, a>1,

hm// f(z,y)dzdy = < 0, a=1,

—00, O0<a<l.

La limite lim,_,q ff |f(z,y)| dz dy dépend de la suite des domaines D, choisis. Donc, la

fonction n’est pas 1ntegrable
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