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Exercice 1.
Calculer les intégrales suivantes :

1)

∬
R2

ln(1 + 𝑥2 + 𝑦2)
(1 + 𝑥2 + 𝑦2)2 d𝑥 d𝑦, (1.1)

2)

∬
]0,+∞[2

d𝑥 d𝑦
(1 + 𝑥2)(1 + 𝑦2) . (1.2)

Exercice 2.
1) Pour 𝛼 ∈ R, nous définissons la fonction 𝐼 par

𝐼(𝛼) = ∫
R2

1
(1 + √𝑥2 + 𝑦2)𝛼

d𝑥 d𝑦. (2.1)

Donner le domaine de définition de 𝐼.
2) Pour 𝛼 ∈ R, nous définissons la fonction 𝐽 par

𝐽(𝛼) = ∫
R3

1
(1 + √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)𝛼

d𝑥 d𝑦 d𝑧. (2.2)

Donner le domaine de définition de 𝐽.

Exercice 3.
1) Pour 𝑗 ∈ N∗, notons 𝐾𝑗 ≔ [−𝑗, 𝑗]2. Prouver l’existence de

lim
𝑗→+∞

∫
𝐾𝑗

sin 𝑥
𝑥

sin 𝑦
𝑦 d𝑥 d𝑦,

où la fonction 𝑠 ↦ sin 𝑠
𝑠

est étendue par continuité en 0 en lui assignant la valeur 1 en 0.
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2) A-t-on

sup{∫
𝐾

∣ sin 𝑥 sin 𝑦
𝑥𝑦 ∣ d𝑥 d𝑦 ∶ 𝐾 ⊂ R2 compact Jordan-mesurable non vide} < +∞ ?

Exercice 4.
Notons 𝐷 ≔ 𝐵(𝟎, 1) et 𝑓 la fonction définie pour tout (𝑥, 𝑦) ∈ R2 par

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦
(𝑥2 + 𝑦2)2

Nous voulons vérifier si l’intégrale ∫𝐷 𝑓 existe.

1) Soit 𝜖 ∈ R+∗ ; notons 𝐶𝜖 ≔ 𝐵(𝟎, 1) ⧵ 𝐵(𝟎, 𝜖). 𝑓 est-elle intégrable sur 𝐶𝜖 ? Si oui, donner
lim𝜖→0 ∫𝐶𝜖

𝑓.

2) Soient 𝜖 ∈ R+∗ et 𝛼 ∈ R+ ; notons 𝐴(𝜖, 𝛼) = 𝐴+(𝜖) ∪ 𝐴−(𝜖, 𝛼) avec

𝐴+(𝜖) = {(𝑥, 𝑦) ∈ R × R+ ∶ 𝜖2 ⩽ 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 1}
et 𝐴−(𝜖, 𝛼) = {(𝑥, 𝑦) ∈ R × R−∗ ∶ 𝛼2𝜖2 ⩽ 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 1}.

Donner les valeurs de 𝛼 pour lesquelles lim𝜖→0 ∫𝐴(𝜖,𝛼) 𝑓 existe.

3) Conclure quant à l’existence de ∫𝐷 𝑓.
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