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Exercice 1.
Notons 𝐷 ≔ {𝒗 ∈ R2 ∶ ‖𝑣‖ ∈ ]1, 2[}. Calculer

∬
𝐷

sin(𝑥2 + 𝑦2)
2 + cos(𝑥2 + 𝑦2) d𝑥 d𝑦. (1.1)

Exercice 2.
Notons 𝐷 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ]0, +∞[2 ∶ 9𝑥2 + 4𝑦2 < 36}. Calculer

∬
𝐷

𝑥2𝑦4 d𝑥 d𝑦. (2.1)

Exercice 3.
Esquisser l’ensemble 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 ∶ 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑦 ⩽ 4𝑥, 1 ⩽ 𝑥𝑦 ⩽ 2} et calculer l’intégrale

double
∬

𝐷
𝑥2 𝑦2 𝑑𝑥 𝑑𝑦 .

Exercice 4.
1) Soit 𝑟 ∈ R∗

+. Vérifier que

∫
𝐵(𝟎,𝑟)

𝑒−(𝑥2+𝑦2) d𝑥 d𝑦 ⩽ 4(∫
𝑟

0
𝑒−𝑡2 d𝑡)

2

⩽ ∫
𝐵(𝟎,2𝑟)

𝑒−(𝑥2+𝑦2) d𝑥 d𝑦.

2) En déduire que

∫
+∞

0
𝑒−𝑡2 d𝑡 =

√
𝜋

2

Exercice 5.
Soit 𝑎 ∈ ]0, 1[ ; notons 𝐷(𝑎) ≔ [0, 𝑎]2. Définissons la fonction 𝑓 pour tout (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 1]2∖{(1, 1)}

par

𝑓(𝑥, 𝑦) ≔ 1
1 − 𝑥𝑦. (5.1)

Notons 𝐼(𝑎) ≔ ∬𝐷(𝑎) 𝑓.
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1) En utilisant le changement de variables

(𝑥, 𝑦) ↦ (𝑦 + 𝑥
2 , 𝑦 − 𝑥

2 ) ≕ (𝑢, 𝑣), (5.2)

exprimer 𝐼(𝑎) exclusivement avec des intégrales simples par rapport à 𝑢.
2) Montrer que lim𝑎→1− 𝐼(𝑎) = 𝜋2/6.

Rappel 1. Soit 𝑢 ∈ ]−1, 1[.

arctan( 𝑢
√

1 − 𝑢2
) = arcsin 𝑢 (5.3)

et

arctan( 1 − 𝑢
√

1 − 𝑢2
) = 𝜋

4 − 1
2 arcsin 𝑢. (5.4)

On peut démontrer (5.4) en dérivant le membre de gauche et le membre de droite.
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