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Exercice 1.
1) Démontrer l’inégalité de Young :

∀𝑎, 𝑏 ∈ R+, 𝑎𝑏 ⩽ 1
𝑝𝑎𝑝 + 1

𝑞 𝑏𝑞, (1.1)

où 𝑝 ∈ ]1, +∞[ et 𝑞 est tel que 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1.
Indication. Utiliser le fait que la fonction ln ∶ ]0, +∞[ → R est concave et appliquer ln à la
relation d’inégalité.

2) Démontrer que si 𝒙, 𝒚 ∈ R𝑛 où 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) et 𝒚 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) et si ⟨𝒙, 𝒚⟩ est le
produit scalaire euclidien, alors on a l’inégalité de Hölder :

|⟨𝒙, 𝒚⟩| ⩽ ‖𝒙‖𝑝‖𝒚‖𝑞 (1.2)

où 𝑝 ∈ [1, +∞] et 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1 (avec la convention 1/+ ∞ = 0).

Indication. Lorsque 𝑝, 𝑞 ∈ ]1, +∞[, poser 𝜆 = ‖𝒙‖−1/𝑞
𝑝 ‖𝒚‖

1/𝑝
𝑞 et utiliser le point 1 après avoir

écrit |⟨𝒙, 𝒚⟩| ⩽ ∑𝑛
𝑖=1 𝜆|𝑥𝑖| × 1

𝜆
|𝑦𝑖|.

3) Montrer que ‖⋅‖𝑝 est une norme pour 𝑝 ∈ [1, +∞] mais, lorsque 𝑛 ⩾ 2, pas pour 𝑝 ∈ ]0, 1[.
Indication. Pour 𝑝 ∈]1, ∞[, partir de ‖𝒙 + 𝒚‖𝑝

𝑝 ⩽ ∑𝑛
𝑖=1|𝑥𝑖||𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|𝑝−1 + ∑𝑛

𝑖=1|𝑦𝑖||𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|𝑝−1

et utiliser le point 2 ci-dessus.

4) Soient 𝒙 ∈ R𝑛, 𝑝 ∈ [1, +∞] et 𝑞 ∈ R tel que 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1. Démontrer les inégalités suivantes :

‖𝒙‖1 ⩽ 𝑛1/𝑞 ‖𝒙‖𝑝 si 𝑝 ≠ 1, (1.3)

‖𝒙‖𝑝 ⩽ 𝑛1/𝑝 ‖𝒙‖∞ si 𝑝 ≠ +∞, (1.4)
‖𝒙‖∞ ⩽ ‖𝒙‖1. (1.5)

En déduire que toutes les normes {‖⋅‖𝑝 ∶ 𝑝 ∈ [1, +∞]} sont équivalentes.

Exercice 2.
Soient 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶0([0, 1]) (autrement dit, deux fonctions continues sur [0, 1]). On définit

𝜙(𝑓, 𝑔) = ∫
1

0
𝑓𝑔 (2.1)

1) Montrer que 𝜙 définit un produit scalaire sur 𝐶0([0, 1]).
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2) Montrer que |𝜙(𝑓, 𝑔)| ⩽ 𝜙(𝑓, 𝑓)1/2𝜙(𝑔, 𝑔)1/2 en suivant la démonstration de l’inégalité de
Cauchy–Schwarz donnée au cours.

Exercice 3.
1) Soit un espace métrique (𝑀, 𝑑) et une fonction continue ℎ ∶ R+ → R+. On suppose que :

(i) ℎ(0) = 0 ; (ii) ℎ est dérivable sur ]0, +∞[ ; (iii) ℎ′ > 0 sur ]0, +∞[ ; et (iv) ℎ′ est
décroissante sur ]0, +∞[. Prouver que ̃𝑑 = ℎ ∘ 𝑑 est aussi une distance sur 𝑀.

2) Si 𝑉 ≠ {0} est un espace vectoriel équipé d’une norme 𝑁, 𝑑 est la distance induite par 𝑁
et ℎ(𝑥) = 𝑥/(1 + 𝑥) pour 𝑥 ⩾ 0, prouver que ̃𝑑 = ℎ ∘ 𝑑 est une distance, mais qu’elle n’est
induite par aucune norme.
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