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Exercice 1.

)

Démontrer I'inégalité de Young :

1 1
Va,b e R,, ab< =a?+ =07, (1.1)
p q
ol p €]1,4+00] et g est tel que 1/p+1/qg=1.

Indication. Utiliser le fait que la fonction In : ]0, +00[ — R est concave et appliquer In & la
relation d’inégalité.

Démontrer que si &,y € R" ol @ = (1, Zg, ..., Z,) €t Y = (Y1,Ya, -, Yp) €t si (x,y) est le
produit scalaire euclidien, alors on a I’inégalité de Holder :

(. )| < Il I, (1.2)

oup € [l,4+00] et Ip+1/g =1 (avec la convention 1/+ o0 = 0).

Indication. Lorsque p,q € |1, +00], poser A = ||:c||;1/q|\y||;/p et utiliser le point 1 aprés avoir
éerit |(a,y)| < S50, Ml x <Juil.

Montrer que |||, est une norme pour p € [1,40c] mais, lorsque n > 2, pas pour p € ]0,1[.

Indication. Pour p €], of, partir de @+ gl < X0 ol z; + P + 0 Iyl + il
et utiliser le point 2 ci-dessus.

Soient € R™, p € [1,400] et ¢ € R tel que 1/p+1/g = 1. Démontrer les inégalités suivantes :

2, < ' 2], sip#1, (1.3)
lal, < ' el sip+ +oc, (1.4)
Ja].. < ll,. (L5

En déduire que toutes les normes {|-||, : p € [1,+00]} sont équivalentes.

Exercice 2.

Soient f,g € C°([0,1]) (autrement dit, deux fonctions continues sur [0, 1]). On définit

1)

o(f,9) = / fa (2.1)
0

Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur C°([0, 1]).



2) Montrer que |¢(f,g)| < ¢(f,f)l/2qb(g, g)l/2 en suivant la démonstration de I'inégalité de
Cauchy—Schwarz donnée au cours.

Exercice 3.

1) Soit un espace métrique (M, d) et une fonction continue h : R, — R . On suppose que :
(1) h(0) = 0; (11) h est dérivable sur |0,+oo[; (111) A" > 0 sur |0,+oo[; et (Iv) A’ est

décroissante sur ]0, +0o[. Prouver que d = h o d est aussi une distance sur M.

2) Si V #+ {0} est un espace vectoriel équipé d’une norme N, d est la distance induite par N
et h(z) =x/(1 4+ z) pour & > 0, prouver que d = h o d est une distance, mais qu’elle n’est
induite par aucune norme.



	Exercice 1. 
	Exercice 2. 
	Exercice 3. 

