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Exercice 1.

1)

Démontrer I'inégalité de Young :
1 1
Ya,be R,, ab< —a?+ b9, (1.1)
p q
ou p € ]1,400] et g est tel que 1/p+1/g=1.

Indication. Utiliser le fait que la fonction In : ]0, +0o[ — R est concave et appliquer In & la
relation d’inégalité.

Démontrer que si &,y € R" ot @ = (21, Zq,...,2Z,) €t Y = (Y1,Ya, -, Ypn) €t si (x,y) est le
produit scalaire euclidien, alors on a I’inégalité de Holder :

(. y)| < =], lyl, (1.2)

oup € [l,+o0] et 1/p+1/g =1 (avec la convention !/+ 00 = 0).

Indication. Lorsque p,q € |1, +o00[, poser A = ||m||;1/q|\y||(ll/p et utiliser le point 1 aprés avoir
éerit |(@, y)| < 7, Al x <yil-

Montrer que |||, est une norme pour p € [1, +o00] mais, lorsque n > 2, pas pour p € ]0, 1[.

Indication. Pour p €]1, 0ol partir de |z + y|}h < Z:L:l\mzﬂxl +ylP 4+ Z:L:l|yl|\xl +y;lPt
et utiliser le point 2 ci-dessus.

Soient € R™, p € [1,400] et ¢ € R tel que 1/p+1/g = 1. Démontrer les inégalités suivantes :

Ja, <n' al, sip# 1, (1.3)
laf, <n' 2], sip# +oo, (1.4)
la].. <[],

En déduire que toutes les normes {||-|, : p € [1,+o0]} sont équivalentes.

Solution

1)

Sia=0oub=0, 'inégalité est triviale. On suppose donc que a > 0 et b > 0. Si on pose
f(s)=Ins,ona f'(s) =s1et f/(s) =—s2 <0 pour tout s € 0, +oo[. Ainsi, la fonction

g := —In est convexe. Puisque 1 < p < +00 et L +1= 1, on a
P q
1 1 1 1
—aP + —bq> < —g(aP) + =g(b? 1.6
o Sar+ 2b1) < Sgla”) + <olb) (16)



et par suite
ln(lap + 1bq) > 1 In(a?) + 1 In(b?) = In(ab). (1.7)
p q p q

La fonction exponentielle étant strictement croissante, on a bien

ab < 2ar + Lpa, (1.8)
p q

2) Distinguons trois cas.

Cas p = +00. Alors ¢ =1 et, pour tout x,y € R™ :

n
Z LY
i=1
Cas p =1. Alors ¢ = +00. On inverse les roles de et y pour obtenir

(@, y)l = [{y,2) < |yl =l (1.10)

n

<D lwillyl < max |z \Zlyz Izl vl (1.9)

=1

[z, y)| =

Cas p € ]1,400[. Alors ¢ =?/p—1). Si & = 0 ou y = 0, 'inégalité est triviale. On suppose
donc (z,y) # (0,0). On a, pour A € R% et en utilisant I'inégalité de Young :

n n 1
< Z|xz”yz| = Z/\|xz|X|yz| (1.11)
i=1

AP 1
Z —Ilep + Z 2yl = ?Ilwlli + WIIyIIZ- (1.12)

i=1

Si on pose A = Hcc||:/“ ||y||;/p, puisque p —P/g = ¢ — 9/p = 1, on obtient :

Nlal? = 22" Iy, = le|, lyl, (1.13)
et
A yl7 = Nl Iyl "= Il Iyl (1.14)
Ainsi,
1 1
(. u)l < lel, Iyl + ¢ el I, = Il Isl, (1.15)

3) Distinguons & nouveau trois cas.

Cas p = +00. Montrons l'inégalité triangulaire. Soient x,y € R™.

I+ yloe = max |z + y;f < max (o] + |uil) (1.16)
1<i<n 1<
< max|a: |+ max lyj| = |2 ]oc + [y]oo- (1.17)
1<i<n 1<y

Les autres propriétés d’une norme sont vérifiées trivialement.



Cas p € [1,400[. Montrons I'inégalité triangulaire. Soient ¢,y € R™. On a :

n
le +ylp = |z + wil” (1.18)
=1
= Z'xz +yl o + il (1.19)
i=1
-1 —1
< Z'le |z; +yil” +Z|yi| |lz; + 3l (1.20)
=1 i=1

Si p =1, on en déduit immédiatement I'inégalité triangulaire. Si p € ]1, 400[, on utilise
I’inégalité de Holder :

(a,b)| < [al bl (1.21)
avec
—1 —1 —1
a:(|$1|7|$2‘7‘“7|xn|) etb:(‘x1+y1|p 1|x2+y2|p 7~~'7|xn+yn|p ) (122)

Puisque 1/p+1/g=1, on a (p — 1)g = p ainsi que /g = p — 1, et on obtient :

—1
D lail |z +yil" = (a,b) < |al |B], (1.23)
=1
n /p n /a
= (ZM") (sz + yi|(p_1)q) (1.24)
-1 =1
n l/P n 1/41
= <Z|$2p> (Zfﬁz + yi|p> (1.25)
-1 =1

— p—l
— izl o + gl (1.26)
On obtient de méme
n
-1 -1
S il [+ P < Ml + ol (1.27)
i=1
et on a donc
-1
Jo -+ 9l < (lel, + Iyl )z + gl (1.28)
Si |z + y||p # 0 on a I'inégalité triangulaire en divisant de part et d’autre par ||x + y||§71.

Si |+ 'y||p = 0, on l'a aussi trivialement. Les autres propriétés d’une norme sont
vérifiées trivialement.

Cas p €]0,1[. Supposons n > 2 et montrons que ||-| n’est pas une norme. Soit * =
(1,0,0,..,0) € R" et y = (0,0,0,...,0,1) € R". Puisque |z = |y, = 1 et
|z + y||p = 2'» > 2, I'inégalité triangulaire n’est pas vérifiée. Par conséquent, ||||p n’est
pas une norme.

4) Si ®x = (xq,%9,...,2,) € R™ on pose |x| = (|x1],|z3],...,|%,|). Montrons les inégalités
suivantes :



— En choisissant y = (1,1, 1,...,1) € R™ dans le point 2, on obtient :
n
Iz, = > Jail = (lal. y) < 2], lyl, = nlal, (1.29)
i=1

oup €]l,+oc0], and 1p + /g = 1.
— Pour p € [1,400], on a

1/p Y

_ ” Nz
I, (X_;L@) <<n<lrgla<);|xl|)) n'la]_ (1.30)

— On a également

el = max |z;| <D |ai| = |, (1.31)
i=1

1<i<n

Montrons maintenant que toutes les normes {|-| : « € [1,+0oc]}, sont équivalentes. Soit
donc p € [1,4o0[ et 7 €]1,400]. On a, pour € R™ :

ll < lzl, <n'*|e|, (1.32)
et

1 1
lel, < n*elal,, <n'#lzl, < n'ntola], ="

2|, (1.33)

avec 1/r4+1/s = 1. Ces inégalités montrent que n’importe quelle norme ||, peut étre majorée
par n’importe quelle autre norme || 5 multipliée par une constante C\, 5 > 0 indépendante
de z € R", avec «, B € [1, +0o0].

Exercice 2.
Soient f,g € C°([0,1]) (autrement dit, deux fonctions continues sur [0, 1]). On définit

1
o(f,9) = / fg (2.1)
0

1) Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur C°([0, 1]).

2) Montrer que |¢(f,g)| < ¢(f,f)l/2¢(g, g)l/2 en suivant la démonstration de I'inégalité de
Cauchy—Schwarz donnée au cours.

Solution

1) Pour f,g € C°(0,1]), nous avons

o(f, f) = 0; (2.2)
o(f,-) et ¢(-, g) sont linéaires; .
o(f.9) = &g, f)- (2.4)

Soit f € C9([0,1]) telle que ¢(f, f) = 0. Il reste & prouver que f = 0; procédons par
contradiction. Supposons 3a € [0,1], f(a) # 0. Puisque f2 € C°[0,1], il existe § € R, tel



que f? est strictement positive sur V(a, §) avec V(a,d) = [a—d,a+5]N]0, 1]. Par conséquent,

comme f? >0 sur [0,1], on a v (a.0) f2>0et j{07l]\v<a76) f2 > 0. Nous obtenons,

1
f) = 2 _ 2 2>0, 2.5
o(f, f) /0 f 4 s /V LI (2.5)

ce qui est une contradiction.
2) Pour tout o € R

olaf+g,af +9) = a?o(f, f) + 2a0(f,9) + ¢(g,9) > 0. (2.6)

Nous avons donc un polynoéme de degré au plus 2 ayant au maximum une racine. Cela
signifie que son discriminant est négatif, i.e.

o(f.9)* — o(f, Nd(g,9) <0, (2.7)

d’out 'inégalité de Cauchy—Schwarz.

Remarque. Cette preuve nécessite uniquement les points (2.2), (2.3) et (2.4). La propriété
« o(f,f) =0 = f=0n» n'est pas utilisée.

Exercice 3.

1) Soit un espace métrique (M, d) et une fonction continue h : R, — R_. On suppose que :
(1) h(0) = 0; (11) h est dérivable sur ]0,+oo[; (111) A" > 0 sur ]0,+oc0[; et (1v) A est

décroissante sur ]0, +0o[. Prouver que d = h o d est aussi une distance sur M.
2) Si V #+ {0} est un espace vectoriel équipé d’une norme N, d est la distance induite par N

et h(z) =x/(1 4+ ) pour x > 0, prouver que d = hod est une distance, mais qu’elle n’est
induite par aucune norme.

Solution

1) Soit (a,b,c) € M3.
Symétrie : d(a,b) = d(b,a) car d est symétrique.

Positivité : J(a, b) = 0 avec égalité si et seulement si a = b. En effet, ceci découle de la
positivité de d et du fait que h(z) > 0 avec égalité si et seulement si = = 0.

Inégalité triangulaire : on montre d’abord que Vz,y € Ry, h(x +y) < h(z) + h(y).
Siz =0 ouy =0, elle est évidente. Supposons donc = > 0, y > 0 et (sans perte
de généralité) y < z. Par le théoréme des accroissements finis, il existe u € 0,y et
v € |x,x + y[ tels que

h(z +y) — h(z)

_ — W (), — W (v). 3.1
) ; (u) ) (v) (3.1)
Comme u < v, et h’ est décroissante,
h(z +y) = h(z) + h'(v)y < h(z) + B (w)y = h(z) + h(y). (32)



Autre maniére de montrer cette inégalité : comme h est concave sur ]0,00[ et donc
sur [0,00[ (car continue en 0), on a pour tout z > 0 et tout ¢t € [0,1], h(tz) =
h((1 —t)0+tz) = (1 —t)h(0) + th(z) = th(z). En particulier, si z +y > 0,

(49) > bty et b(Z@ry) > bty

d
T +y x+y x+y xr+y

En sommant, on a bien h(z) + h(y) > h(x + y). Le résultat final découle de I'inégalité
triangulaire pour d :

~

d(a,b) = h(d(a,b))

2) La fonction h, définie par h(x) := z/(1 + x) pour x > 0, est bien continue sur [0, 4o0].
De plus, h(0) = 0, &' (z) = 1/(1 +z)* > 0 sur ]0, 00|, et A’ est décroissante sur ]0, +o0].
D’apres le point 1, d = hod est une distance sur V. Supposons qu’elle soit induite par une
norme N. Alors, pour tout z € Vtel que N(z) =1 et tout A > 0,

A

AN (2) = N(Az) = d(Az,0) = h(d(Az,0)) = (N (Az2)) = h(AN(2)) = =

(3.5)

Ce résultat est absurde, puisque le membre de gauche est linéaire en A mais pas celui de
droite. On en conclut que d n’est induite par aucune norme.
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