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Exercice 1.
Déterminer les extremums absolus (ou ”globaux”) de la fonction 𝑓 ∶ 𝐷 → R définie par

1) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 − 𝑥 − 𝑦, où 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥 ⩾ 0, 𝑦 ⩾ 0, 𝑥 + 𝑦 ⩽ 3}
2) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑥2 − 𝑥𝑦 + 2𝑦2 − 6𝑥 − 6𝑦, où 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑦 ⩾ 0, 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 32}

Indication : Etudier séparément 𝐷̊ et ∂𝐷. Pour les parties du bord, introduire des multipli-
cateurs de Lagrange, si nécessaire.

Exercice 2.
Notons Q l’ensemble des nombres rationnels. Définissons 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 ∶ [0, 1]2 → R pour tout

(𝑥, 𝑦) ∈ [0, 1]2 par

𝑓1(𝑥, 𝑦) = {
1 si (𝑥, 𝑦) ∈ Q2, 𝑥 ⩽ 1

2
,

0 sinon,
(2.1)

𝑓2(𝑥, 𝑦) = {
1 si (𝑥, 𝑦) ∈ Q2, 𝑥 = 1

2
,

0 sinon,
(2.2)

𝑓1(𝑥, 𝑦) = {1 si (𝑥, 𝑦) ∈ Q2, 𝑥 = 𝑦,
0 sinon,

(2.3)

Dire si les fonctions 𝑓1, 𝑓2 et 𝑓3 sont intégrables au sens de Riemann sur [0, 1]2.

Exercice 3.
Notons Q l’ensemble des nombres rationnels. Définissons 𝑓 ∶ [0, 1]2 → R pour tout (𝑥, 𝑦) ∈

[0, 1]2 par

𝑓(𝑥, 𝑦) = {1 si 𝑥 ∈ {𝑖−1 ∶ 𝑖 ∈ N∗} et 𝑦 ∈ Q,
0 sinon.

(3.1)

1) 𝑓 est-elle intégrable au sens de Riemann ?
2) Si oui, calculer ∫[0,1]2 𝑓.
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Exercice 4.
Soit 𝑅 un pavé de R𝑛. Notons ℛ(𝑅) l’ensemble des fonctions R𝑛 → R qui sont intégrables au

sens de Riemann sur 𝑅.

1) Soient 𝑓, 𝑔 ∈ ℛ(𝑅) telles que, ∀𝑥 ∈ 𝑅, 𝑓(𝑥) ⩽ 𝑔(𝑥). Montrer que ∫𝑅 𝑓 ⩽ ∫𝑅 𝑔.
2) Montrer que ℛ(𝑅) est un espace vectoriel et que

∀(𝑓, 𝑔, 𝜆) ∈ ℛ(𝑅) × ℛ(𝑅) × R, ∫
𝑅

(𝜆𝑓 + 𝑔) = 𝜆 ∫
𝑅

𝑓 + ∫
𝑅

𝑔. (4.1)
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