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Exercice 1.

Considérons 1’équation

1)

1 — 92+ 22%ye¥ = 0. (1.1)

Montrer que (1.1) définit dans un voisinage du point = 0 une fonction implicite y = ¢(x)
telle que ¢(0) = 1.

2) Montrer que ¢ admet un minimum local en 0.
Solution
1) Notons f : R? — R définie par f(z,y) = 1 —y? + 2%ye¥. Nous avons f(0,y) = 1 —y? et
ainsi f(0,1) = f(0,—1) = 0. Le point (0,1) est donc solution de f(x,y) = 0. Par ailleurs,
0f 2 2
8—y(ac,y) = 2y + z%e¥ + x?yeY (1.2)
donc
g;y’c(o, 1) = —2 0. (1.3)
D’apres le théoréme des fonctions implicites, il existe 6 > 0 et ¢ : |-, +0] — R telle que
Flo,6) =0 et 6(0) =1. (1.4)

Puisque f € C*, ¢ est également de classe C™.

En dérivant z = f(z, ¢(x)),
B (2. 0(2)) + &' ()5 (2. 6(2)) = 0 (15)
ce qui implique
of v 9f _
8_30(0’ 1) +¢ (O)S_y(o’ 1) =0. (1.6)

Or ?(0, 1)=0et %C(O7 1) # 0, donc ¢'(0) = 0. Si on dérive encore une fois la relation (1.5),
x Y
on obtient

0%f oy O2f 1202 f v 2O _
Bzz (@ ¢(2) + 20/ (@) o (2, 6(@) + ¢/ (2) 5 5 (2, 6(2)) + ¢" (@) 5 (2, 6(@)) = 0. (1.7)

Or ¢’(0) = 0, donc

0 f v O _
Ainsi 2e — 2¢”(0) = 0, ce qui montre que ¢”(0) = e > 0. En conclusion, ¢ atteint un
minimum local en 0.



Exercice 2.
Soit f € C%(R2,R). Supposons qu’il existe une fonction y € C%(R,R) avec, Vx € R,

Fo,y(a)) = 0. (2.1)
Soit a € R; notons b := y(a). Supposons

) . of 0*f, . 0f

%(a, b) = 0, a—y(a, b) 75 0, et @(a, b)@(a, b) > 0. (22)

Montrer que y atteint un maximum local en a.

Solution

Dérivons la relation (2.1) pour obtenir, pour tout z € R :

o (. y(a)) + 52 () ' (2) =0, (23)

Avec les hypotheses (2.2), on obtient y'(a) = 0 : a est un point stationnaire de y.
Dérivons la relation (2.3).

5 (09(2)) + 2 () g (@) + 4 (05 S y(a) + 3" @) gL @y =0, (2.)

En évaluant cette relation pour = a, avec y'(a) = 0 et les hypotheses (2.2), nous obtenons
y”(a) < 0. La fonction y atteint donc bien un maximum local en a.

Exercice 3.

Considérons 1’équation

V1
—1+ 22 + y2° + arctan(xyz) + In % +Ini/y24+23=0 (3.1)

1) Montrer que (3.1) définit, au voisinage du point (1,0), une fonction implicite z = ¢(z, y)
telle que ¢(1,0) = 7.

2) Donner I'équation du plan tangent & la surface z = ¢(x,y) au point (1,0).

Solution

1) Notons E :=]—1,+oo][ x R x R%, qui contient (1,0,7). Soit f: E — R la fonction définie
par

f(z,y,2) = =1+ 2% + y2° + arctan zyz

+ %ln(l +zx4+2)—In3—Inz+ %ln(y2 +23). (3.2)

Alors, pour tout (x,y,2) € E :

Ty 1 1 P

-4+ ——-. 3.3
1+x2y2z2+2(1+x—|—z) Z+y2+z3 (33)

T
o2 (2,y,2) = 5yt +



Puisque f(1,0,7) = 0 et ?(1,0, 7) = 1—18 #+ 0, le théoreme des fonctions implicites nous
z

permet d’affirmer qu’il existe § > 0 et une unique fonction ¢ € C*(B((1,0),6),R) telle que
#(1,0) = 7 et, pour tout (x,y) € B((1,0),9),

(z,y,¢(z,y)) € E et f(z,y,6(x,y)) =0. (3.4)
2) Pour tout (z,y,2) € E:
9f _ yz L _op L.
ax(;v,y,z)—Z:v—i— 1+ 22222 +2(1+x+z) ’ 8x<1’0’7)_2+ 18’ (3:5)
g & Tz 2y ) % 5
By (x,y,2) = 2"+ [ + SE 40 By (1,0,7)=7>+47. (3.6)

Le plan tangent a la surface z = ¢(x,y) au point (1,0) correspond au plan tangent a la
surface déterminée (localement) par ’équation f(x,y,z) = 0 au point (1,0,7). Il est donc
donné par :

z—1
VL0, (v )= Pyt - 2 =0, (37)
e g 18°7 9

ou (-, -) est le produit scalaire usuel.

Remarque. Cette équation s’obtient aussi par ’égalité a zéro du polynéme de Taylor d’ordre
1 de f au point (1,0,7), en utilisant que f(1,0,7) = 0.

Exercice 4.

Soit la surface S = {(z,y, 2) € R® | 2% 4+ y2 + 422 = 6}. Donner I’équation du plan tangent a
S au point (—1,1,1).

Solution

Soit f: R® — R définie par f(x,y,2) = x* +y? + 422 — 6. Alors S est décrite par 1’équation
f(z,y,2) = 0. Remarquons que l'on a bien f(—1,1,1) = (—1)* + 12+ 412 — 6 = 0. L’équation
cartésienne du plan tangent & S au point (—1,1,1) est donnée par

()
Vf(_]-ala]-) yil :Oa
z—1

ol - est pour le produit scalaire. On utilise la fait que V f(—1,1,1) # 0. Ainsi —4(x + 1) + 2(y —
1)+ 8(2—1) =0, c’est-a-dire, 2z —y — 42+ 7 = 0 : ceci est ’équation du plan tangent & S au
point (—1,1,1).



Exercice 5.
QCM 1. Soit la fonction f: R? — R définie par
flx,y,2) = 223 — 3yz® — 6yz
et on considére la fonction g : R? — R implicitement définie par ’équation

flz,y,9(z,y)) =11,

Sachant que ¢g(1,3) = —2, on a

s =5 (] 20,3 =
023 =1 29(1,3) =
Solution

En dérivant I'équation f(z,y,g(z,y)) — 11 =0 par rapport & x on trouve

%(%y,g(w,y)) + g(ﬂc,y,g(%y)) : %(%y) =0

et donc, puisque ¢(1,3) = —2,

%(173,—2) + %%1,3,-2) : %(1,3) -0,
d’ol
99, )M [ —9ya’ }
oz g@,g,fz) 622 =6y, s
=29
20—18 2’
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