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Exercice 1.
Notons 𝑈 ≔ R∗

+ × ]0, 𝜋[ × ]0, 2𝜋[ ; on considère l’application 𝒇 ∶ 𝑈 → R3 définie par
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⎝
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. (1.1)

1) 𝒇 est-elle un difféomorphisme local ?
2) Trouver, si elle est définie, l’application réciproque de 𝒇.
3) Donner l’ensemble 𝒇−1(]0, +∞[3) et calculer la matrice jacobienne de 𝒇−1. Trouver le

jacobien de 𝒇−1 en fonction du jacobien de 𝒇.

Exercice 2.
1) Soient 𝐸, 𝐹 ⊂ R𝑛 ouverts non-vides et 𝒇 ∶ 𝐸 → 𝐹 un difféomorphisme local en tout point

de 𝐸. Montrer que si 𝒇 est une bijection entre 𝐸 et 𝐹, alors 𝒇 est un difféomorphisme global.
2) Soient 𝒉 ∈ C1(R𝑛,R𝑛) et 𝜖 ∈ R+∗ ; pour tout 𝒙 ∈ R𝑛, notons 𝒇𝜖(𝒙) ≔ 𝒙+𝜖𝒉(𝒙). Supposons

qu’il existe 𝑀 > 0 tel que, pour tout 𝒙 ∈ R𝑛, ||| D 𝒉(𝒙)||| ⩽ 𝑀. |||⋅||| dénote la norme
spectrale d’une matrice : pour tout 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛,

|||𝐴||| ≔ sup{‖𝐴𝒙‖ ∶ 𝒙 ∈ R𝑛, ‖𝒙‖ = 1} (2.1)

avec ‖⋅‖ la norme euclidienne. Montrer que, si 𝜖 < 𝑀−1, 𝒇𝜖 ∶ R𝑛 → R𝑛 est un difféomorphisme
global.
Indication. Vous pouvez montrer que 𝒇𝜖 est bijective en utilisant le théorème du point fixe
de Banach.

Exercice 3.
Définitions. Soient 𝑈, 𝑉 ⊂ R𝑛 ouverts et 𝜓 ∶ 𝑈 → 𝑉 un difféomorphisme.

— Si det(D 𝜓) est strictement positif partout, on dit que 𝜓 « préserve l’orientation ».
— Si det(D 𝜓) est strictement négatif partout, on dit que 𝜓 « renverse l’orientation ».
1) Montrer que si 𝑈 est connexe par arcs, alors soit 𝜓 préserve l’orientation, soit 𝜓 renverse

l’orientation.
2) Donner des exemples d’ouverts 𝑈 et 𝑉 qui ne sont pas connexes par arcs et d’un difféomor-

phisme 𝜓 ∶ 𝑈 → 𝑉 qui ne préserve ni ne renverse l’orientation.
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Exercice 4.
Soit 𝜀 ∈ R∗

+. Montrer que le système d’équations

{
𝑥 + sin(𝑥𝑦) = 𝜀
cos(𝑥𝑦) + 𝑦 = 1 + 𝜀

a une solution unique dans un voisinage de (0, 0), pour 𝜀 suffisamment petit.

Exercice 5.
QCM 1. Soit la fonction 𝑓∶ R2 → R définie par

𝑓(𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

𝑥5 − 𝑦5

𝑥4 + 𝑦4 si (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0) ,

0 si (𝑥, 𝑦) = (0, 0) .

Alors

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

∂𝑓
∂𝑦

(𝑥, 𝑦) = 0
∂𝑓
∂𝑦

(0, 0) = −1

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

∂𝑓
∂𝑦

(𝑥, 𝑦) = −1
∂𝑓
∂𝑦

(0, 0) = 1

2


	Exercice 1. 
	Exercice 2. 
	Exercice 3. 
	Exercice 4. 
	Exercice 5. 
	QCM 1. 



