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Exercice 1.
Définissons, pour tout 𝑥 ∈ R∗

+,

𝛤(𝑥) ≔ ∫
+∞

0
𝑡𝑥−1e−𝑡 d𝑡. (1.1)

1) Montrer que 𝛤 est définie sur R∗
+ ; que 𝛤 ∈ C∞(R∗

+) ; et que, ∀𝑥 ∈ R∗
+, ∀𝑘 ∈ N,

𝛤 (𝑘)(𝑥) = ∫
+∞

0
ln𝑘(𝑡)𝑡𝑥−1e−𝑡 d𝑡. (1.2)

Indication. L’intégrale discutée ici entre 0 et +∞ doit être comprise comme une somme d’une
intégrale généralisée sur ]0, 𝑐] et d’une intégrale généralisée sur [𝑐, +∞[ pour une constante
0 < 𝑐 < ∞. Etudier chacune de ces deux intégrales (avec un paramètre) séparément.

2) Soit 𝑥 ∈ R∗
+.

a) Montrer que ∀𝑥 ∈ R∗
+, 𝛤(𝑥 + 1) = 𝑥𝛤(𝑥).

b) En déduire que ∀𝑛 ∈ N, 𝛤(𝑛 + 1) = 𝑛! ; i.e. 𝛤 permet de généraliser la notion de
factorielle à des arguments non entiers.

Exercice 2.
Définissons la fonction

𝐹 ≔ (𝑥
𝑦) ↦ (𝑥2 − 𝑦2

2𝑥𝑦 ). (2.1)

1) Montrer que l’application 𝐹 admet une fonction inverse locale autour du point (0, 1), et que
cette fonction inverse est de classe C1.

2) 𝐹 est-elle globalement inversible ?
Indication. Vous pouvez utiliser le théorème sur l’existence d’un inverse local.

Exercice 3.
Soient 𝑈, 𝑉 , 𝑊 ⊂ R𝑛 ouverts ; soient 𝜙 ∈ C1(𝑈, 𝑉 ) et 𝜓 ∈ C1(𝑉 , 𝑊) deux difféomorphismes.

Montrer que 𝜓 ∘ 𝜙 est un difféomorphisme.

Exercice 4.
Soient 𝑓 ∈ C2(R,R) et 𝑥0 ∈ R. Supposons 𝑓 ′(𝑥0) ≠ 0. Il existe alors deux ouverts 𝑈 ∋ 𝑥0 et

𝑉 ∋ 𝑓(𝑥0), et 𝑔 ∶ 𝑉 → 𝑈 une fonction inverse locale de 𝑓 en 𝑥0. Montrer que 𝑔 ∈ C2(𝑉 , 𝑈).
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